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Introduzione
Ilaser (acronimo di LigthAmpliﬁcation by StimulatedEmission of Radiation)
basano il loro funzionamento sull'eﬀetto dell'emissione stimolata predetto
teoricamente per la prima volta da A. Einstein nel 1917. I laser, costituiti da
un mezzo attivo accoppiato con una cavità ottica, sono in grado di generare
radiazione elettromagnetica caratterizzata da una densità spettrale estrema-
mente piccata intorno ad una determinata frequenza (radiazione pressoché
monocromatica) e da un'elevata coerenza spaziale e temporale.
La maturazione delle tecniche di costruzione di strutture a semicondutto-
re ha permesso la crescita e la fabbricazione di laser in cui il mezzo attivo è
costituito da due giunzioni di materiali semiconduttori diversi, i diodi laser. I
diodi laser sono dispositivi a pompaggio elettrico, in cui l'emissione stimolata
è il risultato della ricombinazione radiativa tra gli elettroni in banda di con-
duzione e le buche in banda di valenza (transizione interbanda). La frequenza
di emissione della radiazione elettromagnetica emessa da un laser è per lo più
determinata dalla diﬀerenza in energia tra i livelli energetici coinvolti nella
transizione radiativa (nel caso dei diodi laser, la diﬀerenza tra l'energia della
banda di conduzione e quella della banda di valenza). Risulta particolarmen-
te complicato realizzare dispositivi in grado di operare nella regione del THz,
deﬁnita convenzionalmente come la regione dello spettro elettromagnetico
compresa tra i 30µm ed i 1000µm di lunghezza d'onda (regione di notevole
interesse per esempio nel campo delle telecomunicazioni o della spettroscopia
molecolare).
La possibilità di controllare la deposizione di strati di determinati mate-
riali con precisione nanometrica, permette la realizzazione di dispositivi laser
a semiconduttore in cui, la diﬀerenza di energia tra gli stati che sostengono
l'emissione di radiazione luminosa, può essere opportunamente ingegnerizza-
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ta. I QCL (Quantum Cascade Laser, Laser a Cascata Quantica) consistono
di una serie di strati di materiali semiconduttori dei gruppi III e V della ta-
vola periodica (per lo più Al, Ga, In, As), di spessore dell'ordine di pochi nm
(eterostruttura), in cui, a diﬀerenza dei tradizionali laser a semiconduttore
basati su transizioni interbanda, l'emissione laser avviene grazie a transizioni
inter-sottobanda [1, cap. 1],[2]. I QCL sono infatti dispositivi unipolari, basati
su transizioni di un solo tipo di portatori tra stati originati per eﬀetto della
quantizzazione all'interno di un'unica banda. Lo split di una singola banda di
conduzione in più sottobande è causato dal forte conﬁnamento dell'elettrone
all'interno di barriere quantiche, generate dalla discontinuità della banda di
conduzione, originata dall'alternarsi di diversi strati nella eterostruttura. Gli
strati che costituiscono il mezzo attivo sono opportunamente replicati nella
eterostruttura, in modo da consentire ad un singolo elettrone di partecipare
più volte all'emissione laser, aumentando l'eﬃcienza del dispositivo. Un siste-
ma di questo tipo agisce come una sorta di atomo artiﬁciale, in cui i livelli
energetici possono essere studiati in modo opportuno in fase di realizzazione,
in modo da centrare la frequenza di emissione della radiazione elettroma-
gnetica in un ampio range nella regione del medio-lontano infrarosso (da
circa 3µm a circa 300µm di lunghezza d'onda, [3, 4, 5, 6]). La possibilità di
ampliﬁcare radiazione luminosa mediante transizioni intersottobanda è stata
descritta teoricamente per la prima volta nel 1971 da Kazarinov e Suris [7].
Il primo laser a cascata quantica è stato realizzato nel 1994, momento in cui
la comprensione dei meccanismi di iniezione elettronica attraverso le barrie-
re quantiche e dei meccanismi di rilassamento elettronico, si è dimostrata
suﬃcientemente matura [2].
I dispositivi QCL ampliﬁcano radiazione luminosa con polarizzazione TM,
in cui cioè il campo elettrico è parallelo alla direzione di crescita degli strati
(essa propaga parallelamente al piano su cui giacciono gli strati), rendendo
complicata l'estrazione della stessa superﬁcialmente al dispositivo (nella di-
rezione di crescita degli strati), caratteristica adatta per diverse implementa-
zioni tecnologiche. Questa diﬃcoltà è stata recentemente superata realizzan-
do QCLs con micro-cavità ottiche basate su cristalli fotonici (PC ): i DFB
(Distributed FeedBack laser, Laser a Feedback Distribuito) rappresentano
l'esempio più semplice di PC-QCL. Nei DFB con emissione superﬁciale, un
grating di fenditure del secondo ordine è inciso nello strato di metallizzazione
superiore del dispositivo. Poiché la larghezza delle fenditure è molto minore
della lunghezza d'onda della radiazione ampliﬁcata, il grating si comporta
come un cristallo fotonico 1-dimensionale. La presenza delle fenditure per-
mette l'instaurazione di un meccanismo di feedback per il modo del campo
elettromagnetico caratterizzato da una bassa velocità di gruppo ∇kω(k) = 0
il quale, attraverso un opportuno meccanismo di scattering con il grating
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stesso, permette alla radiazione luminosa di fuoriuscire superﬁcialmente al
dispositivo. Purtroppo è diﬃcile ottenere dispositivi QCL THz ad emissione
superﬁciale in cui la radiazione sia ben collimata e con un proﬁlo di emissione
uniforme. Inoltre, per motivi legati essenzialmente alle simmetrie possedute
dai cristalli, il modo della radiazione elettromagnetica su cui il laser opera,
presenta generalmente una bassa eﬃcienza radiativa (mostrando forti perdite
nella direzione parallela ai piani degli strati). Queste problematiche hanno
spinto verso lo studio di cavità ottiche caratterizzate da un più basso grado
di ordine rispetto ai cristalli fotonici, come ad esempio i quasicristalli fotonici
(PQC). I PQC, a diﬀerenza dei PC, non godono di alcuna simmetria trasla-
zionale, ma sono caratterizzati comunque dall'essere strutture non caotiche,
ordinate.
Il presente lavoro di tesi verte sullo studio teorico e sulle prime imple-
mentazioni tecnologiche di dispositivi QCL ad emissione superﬁciale basato
su una struttura PQC. Quest'ultima è basata su una geometria a reticolo di
Penrose di tipo P2, ossia ingegnerizzata sostituendo ai vertici dei triangoli
di Robinson, degli scatteratori circolari di raggio opportuno. Analogamente
a quanto avviene nei DFB, il PQC è ottenuto mediante l'incisione di fori
circolari nello strato di metallizzazione superiore (e nello strato ad alto dro-
gaggio n+ appena sotto lo strato metallico) dell'eterostruttura: questa tecnica
consente di sempliﬁcare le fasi di realizzazione tecnologica del dispositivo. Il
calcolo teorico ha evidenziato l'esistenza di un modo quasi-stazionario, con
un buon fattore di qualità ed un proﬁlo di emissione uniforme e contenuto
all'interno di un cono con apertura di circa 5 gradi. Poiché l'altezza della
eterostruttura (2-20µm) di cui il dispositivo è costituito è molto contenu-
ta rispetto alle sue dimensioni laterali (800µm), lo studio teorico dei modi
in cavità è stato eﬀettuato modellizzando il dispositivo come una struttu-
ra limitata e bidimensionale (piano ortogonale alla direzione di crescita degli
strati), utilizzando ilMetodo dell'Indice di Rifrazione Eﬃcace (EIM ), con un
solutore numerico FD-FEM (Frequency Domain Finite Element Method,
Metodo agli Elementi Finiti nel Dominio della Frequenza).
I risultati conseguiti prevedono la possibilità di realizzare strutture THz
QCL con proﬁli di radiazione uscente uniforme e ben collimata, interessan-
ti per diverse implementazioni tecnologiche (comunicazioni, spettroscopia,
rivelatori di gas, imaging, . . . ). I dispositivi QCL si dimostrano infatti ot-
timi candidati per l'analisi del comportamento del campo elettromagnetico
all'interno di cristalli e quasicristalli fotonici, e dunque per lo studio del-
la transizione tra strutture fotoniche periodiche e strutture aperiodiche ma
ordinate.
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QCL: teoria e funzionamento
I QCL sono dispositivi laser a semiconduttore unipolari basati su transi-
zioni di un solo tipo di portatori tra stati originati per eﬀetto della quantiz-
zazione all'interno di un'unica banda (transizioni intersottobanda). Un QCL
è costituito da una successione di strati di materiali IIIV della tavola pe-
riodica, i quali sono ingegnerizzati in modo da agire come barriere quantiche
(QWs) e buche quantiche per gli elettroni che li attraversano. L'eterostrut-
tura che ne deriva, costituita da strati con spessore compreso tipicamente
tra 0.5nm e le poche decine di nm, è realizzata mediante tecnica di Epitassia
da Fasci Molecolari (MBE, Molecular Beam Epitaxy). Un QCL consiste di
una ripetizione di più stadi identici: in ogni stadio si distinguono la regione
di rilassamento ed iniezione degli elettroni e la regione attiva vera e propria
(costituita da una o più QWs), in cui ha luogo la transizione radiativa. L'e-
terostruttura è ingegnerizzata in modo tale che sotto l'applicazione di un
campo elettrostatico di opportuna intensità nella direzione di crescita degli
strati, si generino le condizioni per cui, gli elettroni che di trovano nello sta-
dio i-esimo, possano eﬀettuare una transizione laser tra due stati generati
dalle QWs e possano essere iniettati nello stadio successivo, in cui si innesca
un nuovo ciclo di generazione di radiazione.
Questo particolare schema permette di avere un'elevata versatilità per
quanto riguarda lo spettro di emissione laser del dispositivo: l'energia del
fotone emesso è infatti pressoché indipendente dal band-gap elettronico dei
materiali nella eterostruttura ma è determinata dalle caratteristiche delle
QWs; ciò permette di progettare le eterostrutture in modo tale che l'energia
del fotone ricada all'interno di un'ampia regione spettrale (da circa 3µm a
circa 300µm di lunghezza d'onda, [3]). Inoltre nei QCL la transizione laser
ha luogo tra due sottobande di conduzione che hanno la medesima curvatura
nello spazio impulso-energia (in cui si considera la componente dell'impulso
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Figura 2.1: Rappresentazione schematica di transizioni tra banda di conduzione e banda di valenza (a
sinistra) e sotto-bande di conduzione (a destra). Sono state prese in considerazione solo due
bande. Si vede chiaramente come nelle transizioni interbanda la diﬀerenza di energia sia for-
temente dipendente dal quasi-impulso k in quanto la banda di conduzione e quella di valenza
hanno curvature opposte: questo produce un allargamento della riga di emissione tanto più
pronunciato quanto più alto sarà il quasi-livello di fermi (graﬁco in verticale a sinistra). Nelle
transizioni inter sotto-banda la diﬀerenza di energia è invece pressoché indipendente da k‖;
ciò produce una riga molto stretta (graﬁco verticale a destra).
parallela al piano su cui giacciono gli strati k‖), e ciò ha l'eﬀetto di produrre
una larghezza di riga più contenuta rispetto al caso dei normali diodi laser
basati sulla ricombinazione elettrone-buca, nei quali la transizione laser av-
viene tra due bande con curvatura opposta (come illustrato schematicamente
in ﬁgura 2.1).
È importante sottolineare che la radiazione luminosa generata nell'etero-
struttura è polarizzata linearmente, con il campo elettrico orientato nella di-
rezione di crescita degli strati (TM): ciò rende i QCL degli eﬃcienti emettitori
di radiazione nel piano degli strati.
La realizzazione di un dispositivo QCL richiede un accurato controllo di
diversi parametri. Particolarmente delicati sono i meccanismi di iniezione de-
gli elettroni nella regione attiva della struttura e le transizioni non radiative
dovute all'interazione con fononi ottici longitudinali (LO). Durante la fase di
progettazione dell'eterostruttura, si deve tenere conto infatti della formazione
di cariche locali in corrispondenza delle regioni di iniezione (che potrebbero
provocare la presenza di potenziali elettrostatici indesiderati) e delle transi-
zioni non radiative, specialmente quelle che coinvolgono il livello superiore che
sostiene l'azione laser. Un'ampia discussione dei diversi tipi di progettazione
delle eterostrutture è fuori dallo scopo di questo lavoro. Al ﬁne di mostrare
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più in dettaglio il funzionamento di un dispositivo QCL, verrà ora analizzata
una particolare eterostruttura costituita da InGaAs/AlGaAs basata su una
progettazione a tre livelli con transizioni verticali. Il dispositivo in questione
emette radiazione luminosa nel medio infrarosso (hν = 207meV). L'energia
del fotone emesso è in questo caso molto superiore all'energia del fonone ottico
longitudinale del materiale, LO ' 36meV. In ﬁgura 2.2 è possibile osservare
la schematizzazione della banda di conduzione conseguente all'applicazione
di un voltaggio corrispondente alla soglia di emissione di radiazione. Nello
stesso schema è possibile visualizzare le funzioni d'onda relative agli sta-
ti elettronici di interesse ed i meccanismi di transizione tra i diversi livelli.
Idealmente gli elettroni vengono iniettati nella regione attiva dello stadio a
destra e si portano nel livello 3; a questo punto ha luogo la transizione laser
tra i livelli 3 e 2; gli elettroni nel livello 2 rilassano in maniera non radiativa
nel livello 1, dunque vengono iniettati nello stadio successivo. Aﬃnché si ge-
neri inversione di popolazione tra i livelli 3 e 2 è necessario che il tempo di
vita medio del livello 3, t3, sia superiore rispetto al tempo di vita medio del
livello 2. Indicando con tij il tempo di transizione non radiativa tra lo stato
i e lo stato j, si è calcolato che t32 e t31 dovuti all'interazione con fononi LO,
hanno i valori rispettivamente di 2.2ps e 2.1ps (la vita media del livello 3 è
dunque t3 = 1.1ps). La diﬀerenza in energia tra gli stati 2 ed 1 è regolata
in modo da essere 37meV, praticamente in risonanza con il fonone LO: per
questo motivo t21 ha il valore estremamente basso di 0.3ps. La condizione
t3  t2 = t21 è dunque soddisfatta. Lo svuotamento del livello 1 ed il mec-
canismo di iniezione nello stadio successivo, devono essere suﬃcientemente
veloci aﬃnché l'azione laser possa essere sostenuta. Gli elettroni nel livello
1 fuoriescono velocemente dalla regione attiva per eﬀetto tunnel, poiché lo
stato 1 è in risonanza con gli stati della minibanda creata dalle QWs nel-
la regione di iniezione (uno strato con opportuno drogaggio nella regione di
iniezione favorisce il passaggio degli elettroni) [3].
Quanto appena detto vuole essere una descrizione basilare del funziona-
mento di un QCL. In realtà bisogna tenere conto di tutta una serie di pro-
blematiche che possono inﬂuire negativamente sul guadagno della sistema.
Durante la fase di progettazione dell'eterostruttura devono essere minimiz-
zati meccanismi come l'emissione termoionica degli elettroni del livello 3 nel
continuo, il rilassamento attraverso fononi LO degli elettroni nel livello 3 di-
rettamente nella minibanda oppure dalla minibanda direttamente nei livelli
più bassi coinvolti nell'azione laser. Inoltre, nel caso dei QCL operanti nella
regione spettrale con λ > 30µm (come quello oggetto di studio di questo la-
voro di tesi), l'energia del fotone è inferiore rispetto all'energia del fonone LO,
per cui è necessario considerare altri tipi di progettazione (questo problema
verrà aﬀrontato nella sezione 2).
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Figura 2.2: Banda di conduzione di una eterostruttura costituita da strati di
In0.53Ga0.47As/Al0.48Ga0.52As con bias applicato. Sono riportati anche i moduli qua-
dri della funzione d'onda dei tre livelli direttamente coinvolti nell'azione laser e dello stato di
iniezione. La transizione laser tra i livelli 3 e 2 è evidenziata dalla freccia ondulata. Le frecce
dritte rappresentano transizioni non radiative (fonte: [3]).
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2.1 Teoria
La progettazione quantistica di un dispositivo QCL richiede un'oculata
procedura di calcolo basata su tecniche soﬁsticate ﬁnalizzate all'analisi dei
meccanismi che si instaurano durante il funzionamento del dispositivo (alcuni
dei quali sono stati descritti brevemente sopra). Una panoramica sui metodi
di simulazione e calcolo utilizzati può essere trovata su [8].
A ﬁni puramente illustrativi si può partire dall'analisi dell'equazione di
Schrödinger per una sola banda di conduzione:
[ p2
2m
+ V (r) + Vs(z)
]
Ψ(r) = EΨ(r) (2.1)
in cui V (r) è il potenziale indotto dal reticolo e Vs(z) è il potenziale genera-
to dalla stratiﬁcazione (la banda di conduzione subisce delle discontinuità nel
passaggio da uno strato all'altro come si osserva in ﬁgura 2.2), considerando
z come la direzione di crescita. L'equazione 2.1 è un equazione one-electron:
essa rappresenta un'approssimazione in cui le interazioni dell'elettrone con il
reticolo e con gli altri elettroni sono codiﬁcate tramite V (r) (infatti può essere
ottenuta dall'equazione many-bodies passando attraverso l'approssimazione
di Born-Oppenheimer e la teoria di Hartree-Fock, come descritto per esempio
in [9, cap. 4 e 5]). L'equazione 2.1 costituisce una buona base di partenza per
la modellizzazione di laser QCL.
Le caratteristiche principali che contraddistinguono la funzione d'onda
elettronica e la radiazione elettromagnetica possono essere capite utilizzando
l'approssimazione della funzione inviluppo [8, app. A], [10, cap. 2], [1, cap. 1].
Si consideri l'equazione 2.1: poiché l'eterostruttura consiste di una ripetizione
di stadi uguali, si considererà il potenziale super imposto Vs(z) come un
potenziale periodico. Essendo gli strati spessi pochi nm, la funzione d'onda
Ψ(r) verrà fattorizzata come la somma sull'indice di banda m del prodotto di
una funzione fortemente oscillante um,k(r) e di una funzione la cui variazione
è molto lenta Fm,k‖(r) (quest'ultima detta funzione inviluppo), in cui k‖ è
la componente del quasi-impulso ortogonale alla direzione di crescita degli
strati. Sfruttando le simmetrie del sistema a strati si può scrivere
Fm,k‖(r) =
1√
S
eık‖rχm(z) (2.2)
in cui S è una costante di normalizzazione. Trattando con un'equazio-
ne one-electron si ha che la massa eﬃcace dell'elettrone cambia a seconda
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del materiale nell'eterostruttura1. Assumendo che le funzioni um,k‖(r) sia-
no autofunzioni per l'Hamiltoniano di tutti i materiali considerati nel bulk,
e prendendo in considerazione la sola banda di conduzione, l'equazione di
Schrödinger diventa[
− ~
2
2m∗(z)
d2
dz2
+ Vs(z)
]
χc(z) = Eχc(z)
Un modello di questo tipo, detto modello a singola banda, fornisce risultati
accettabili nel caso in cui l'altezza della barriera quantica sia molto maggiore
dell'energia di bandgap Eg. Purtroppo, nel caso dei QCL, il livello energetico
più alto di uno stadio è vicino all'altezza della barriera. Si rende necessario
dunque raﬃnare il modello. L'equazione sopra presenta due grossi problemi:
 l'operatore tra parentesi quadre non è hermitiano: conseguentemente i
suoi possibili autostati non sono necessariamente ortogonali e ciò porta
ad una serie di problematiche;
 è necessario considerare anche la banda di valenza per avere risultati
utilizzabili.
Per correggerli viene tipicamente utilizzato il modello a singola banda
eﬃcace. Viene dunque introdotta l'equazione[
− ~
2
2
d
dz
1
m∗(E, z)
d
dz
+ Vs(z)
]
χc(z) = Eχc(z) (2.3)
in cui il contributo della banda di valenza è tenuto in conto attraverso la
dipendenza dall'energia della massa m∗(E, z) = m∗(z)[1+(E−Vs(z))/Egeff ].
Il modello a singola banda eﬃcace è in grado di prevedere i risultati con
un'errore di pochi meV, che è inferiore all'errore introdotto dalle ﬂuttuazioni
di crescita degli strati [10, cap. 2].
Quanto detto ﬁnora vale nel caso di eterostrutture nelle quali non si ha dif-
ferenza di potenziale applicata ai capi della stessa. L'applicazione del campo
elettrico esterno rende necessario aggiungere ai termini di potenziale nel-
l'equazione 2.3 il termine di bias Vb(z) ed il potenziale di Hartree VH(z),
quest'ultimo per tenere conto della formazione di densità di cariche locali
negli strati.
1essendo z la direzione di crescita, la massa eﬃcace m∗ dipende da z. La massa eﬃcace
nei semiconduttori è collegata al bandgap elettronico dalla relazione m∗ = m0Eg/(Eg +
Ep), in cui Ep è l'energia di Kane ed ha un valore di circa 22eV per diversi materiali.
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Nel seguito sarà trattato il caso di un sistema interagente con radiazio-
ne elettromagnetica. Con
∣∣i,k‖〉 sarà indicato l'autostato dell'operatore fra
parentesi quadre in 2.3 relativo alla sottobanda i-esima con componente nel
piano del quasi-impulso k‖, ovvero〈
r
∣∣ i,k‖〉 = 1√
S
eık‖rχi(z)uk(r) (2.4)
Usando l'accoppiamento minimale, si ha che il termine di interazione tra
il sistema e la radiazione elettromagnetica, Hem, è pari a A ·p in cui A
rappresenta il potenziale vettore. L'hamiltoniano totale HTOT sarà la somma
dell'Hamiltoniano dell'eterostruttura, Hsys, e di Hem. Se il campo elettrico
dell'onda elettromagnetica è E(r) = E0σˆ cos(kr − ωt), in cui σˆ è il versore
polarizzazione, allora il potenziale vettore assume la forma
A =
ıE0σˆ
2ω
eıkr−ıωt + c.c.
Ricordando la regola d'oro di Fermi, si ha che la probabilità di transizione
dallo stato
∣∣i,k‖〉 allo stato ∣∣j,k′‖〉 è
Wj,k′‖←i,k‖ =
2pi
~
∣∣〈i,k‖∣∣HTOT ∣∣j,k′‖〉∣∣2 δ(Ej(k′‖)− Ei(k‖)± ~ω) (2.5)
Poiché la radiazione elettromagnetica varia sulla scala delle migliaia di nm
mentre lo spessore degli strati è dell'ordine dei nm, si può tranquillamente
trascurare la dipendenza da r in Hem. Tenendo questo a mente ed inserendo
la 2.4 nella 2.5 si ha che
〈
i,k‖
∣∣HTOT ∣∣j,k′‖〉 = q20E204m20ω2 〈i,k‖∣∣ σˆ ·p ∣∣j,k′‖〉 =
q20E
2
0
4m20ω
2
1
S
×∫
e−ık‖rχ∗i (z)
(
σxpx + σypy + σzpz
)
eık
′‖rχj(z)d
3r
(2.6)
Dei tre termini presenti nell'integrale sopra, solo il terzo è diverso da 0:
infatti le funzioni χi(z) e χj(z), essendo relative a due sottobande diﬀerenti
(i 6= j), sono ortogonali. Il terzo termine è inoltre non nullo solo se k‖ = k′‖.
Queste considerazioni indicano che
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 la transizione può avvenire solo se la radiazione elettromagnetica ha il
campo elettrico parallelo alla direzione di crescita degli strati z (pola-
rizzazione TM );
 la transizione è verticale nello spazio del quasi-impulso.
In accordo con la teoria si è trovato sperimentalmente che il rapporto
dell'intensità della radiazione polarizzata TE sulla radiazione polarizzata TM
è pari a 0.002 [11].
2.2 Dispositivi QCL THz
La regione della banda dello spettro elettromagnetico deﬁnita come lonta-
no infrarosso o THz è convenzionalmente deﬁnita nell'intervallo di lunghezza
d'onda (λ) variabili tra 30µm e 1000µm. Poiché la diﬀerenza di energia tra
i livelli energetici che sostengono l'emissione laser è di pochi meV, e poiché
le perdite ottiche nell'eterostruttura sono proporzionali a λ2 [3], la realiz-
zazione di dispositivi QCL operanti a lunghezze d'onda di 30µm o superiori
risulta particolarmente complicata. A diﬀerenza dei dispositivi QCL operanti
nel medio-infrarosso, nei dispositivi QCL THz l'energia del fotone è inferiore
rispetto all'energia del fonone LO. Questa caratteristica rende eterostrutture
del tipo analizzato all'inizio di questo capitolo, inadatte a sostenere l'emis-
sione laser nei QCL THz. Nel 2001 è stato realizzato il primo laser QCL con
energia del fotone (λ = 68µm) inferiore all'energia del fonone LO [6]; il di-
spositivo era costituito da una eterostruttura basata sulla progettazione CSL
(Chirped SuperLattice). In ﬁgura 2.3a è possibile osservare il diagramma
delle bande di conduzione di una eterostruttura CSL. All'interno di questo
tipo di eterostrutture le QWs sono regolate in modo da generare nella regione
attiva due bande di stati, separati da 12meV, dette minibande: la tran-
sizione radiativa ha luogo tra il livello energetico inferiore della minibanda
superiore ed il livello energetico superiore della minibanda inferiore. Le tran-
sizioni non radiative all'interno delle minibande sono favorite rispetto alle
transizioni tra stati di diverse minibande, rendendo possibile l'inversione di
popolazione necessaria per innescare l'eﬀetto laser. La minibanda inferiore
di uno stadio è in risonanza con la minibanda superiore dello stadio succes-
sivo in modo da facilitare l'iniezione degli elettroni nel modulo successivo.
I fononi LO non sono direttamente coinvolti nelle transizioni a causa delle
basse energie in gioco [5]. Vi sono anche altri tipi di schemi di regioni attive
proposte più di recente come lo schema RP (Resonant Phonon) o quello
Bound-to-Continuum.
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Chirpedsuperlattice
Resonant-phonon
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1
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Figura 2.3: Banda di conduzione di una eterostruttura con schema CSL (ﬁgura a) e con schema RP (ﬁgura
b). Nelle ﬁgure sono mostrati due stadi delle eterostruttura. Le aree grigie rappresentano le
minibande. Sono mostrati anche i moduli quadri delle funzioni d'onda degli stati direttamente
coinvolti nella transizione laser (evidenziata della freccia dritta; la freccia ondulata rappresenta
il fotone prodotto). L'intera eterostruttura è tipicamente formata da 100-200 stadi (fonte: [5]).
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Nello schema RP l'azione laser avviene tra 2 livelli localizzati in una cop-
pia di buche quantiche mentre l'inversione di elettroni nel livello superiore
avviene mediante eﬀetto tunnel risonante.
Di fondamentale importanza è inoltre la progettazione della cavità ottica
accoppiata all'eterostruttura. A causa dell'elevata lunghezza d'onda che ca-
ratterizza la radiazione emessa, è necessario minimizzare il più possibile le
perdite dovute alla penetrazione del campo elettromagnetico all'interno degli
strati ad alto drogaggio. Questo risultato è ottenuto ricorrendo tipicamente a
due tipi di guide d'onda: le SISP (Semi Insulating Surface Plasmon), in cui
la regione attiva è disposta tra uno strato metallico sulla parte superiore e un
sottile strato ad alto drogaggio nella parte inferiore, e le MM (MetalMetal),
in cui la regione attiva è contenuta all'interno di due strati metallici [5, 12].
In ﬁgura 2.4 è possibile osservare una schematizzazione di due dispositivi
basati sui due tipi di guide d'onda ed il calcolo del modulo quadro del campo
elettromagnetico che si instaura all'interno dei dispositivi. Come è possibile
osservare, i dispositivi basati su guide d'onda MM presentano un fattore di
conﬁnamento Γ migliore (' 1) rispetto a quelli basati sulle SISP (0.1-0.5). Si
osserva inoltre che il fattore Γ/αW (in cui αW rappresenta le perdite dovute
alla guida d'onda), che determina sostanzialmente la soglia laser, ha circa
lo stesso valore per entrambi i tipi di dispositivi; la riﬂettività delle faccette
verticali che limitano il ridge è invece molto più elevata nelle guide d'onda
MM piuttosto che in quelle SISP. Questa caratteristica è dovuta al fatto che,
la separazione verticale tra i due strati metallici che costituiscono la guida
d'onda MM (∼ 10µm), è molto inferiore rispetto alla lunghezza d'onda della
radiazione emessa nel vuoto (tipicamente tra 60µm e 200µm). D'altra parte
i dispositivi basati su SISP hanno in genere una maggiore potenza d'uscita
ed un proﬁlo di emissione più uniforme e collimato [5]. Sullo strato metallico
superiore di una guida d'onda MM può essere inciso un opportuno pattern
di fenditure, in modo da permettere di ampliﬁcare un singolo modo del cam-
po elettromagnetico o di estrarre la radiazione luminosa superﬁcialmente al
dispositivo (questo argomento verrà approfondito nella prossima sezione).
Inﬁne è opportuno analizzare il funzionamento di un QCL THz dal punto
di vista elettrico ed il modo in cui le caratteristiche del dispositivo vengono
inﬂuenzate dalla temperatura. Se il campo elettrico applicato ai capi del-
l'eterostruttura non è suﬃcientemente elevato da permettere l'allineamento
della struttura, si attende che la corrente che scorre nel dispositivo sia as-
sente o molto bassa (elevata resistenza); aumentando il potenziale elettrico
la struttura inizia ad allinearsi permettendo dunque alla corrente di ﬂuire
più facilmente all'interno del dispositivo (la resistenza di conseguenza si ab-
bassa); la corrente continua ad aumentare con l'aumentare del potenziale
elettrico ﬁno ad osservare l'emissione di radiazione laser (le perdite sono ora
14
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SiGaAs
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Electric ﬁeld
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b)active region
~10μm
Figura 2.4: Guide d'onda in QCL THz. a) A sinistra: dispositivo con guida d'onda SISP; a destra: calcolo
del campo elettrico all'interno del dispositivo ottenuto con un solutore FEM. b) Dispositivo
con guida d'onda MM (a sinistra) e calcolo del campo elettrico (a destra). Si nota come il
fattore di conﬁnamento nei dispositivi con guide d'onda MM e molto superiore rispetto ai
dispositivi basati su SISP (fonte: [5]).
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Figura 2.5: Caratteristiche I vs V , I vs P e resistenza diﬀerenziale di un laser QCL THz costituito da
un ridge di 23µm × 1.22mm fatto operare in regime continuo. Nei riquadri sono inoltre mo-
strati gli spettri di emissione per varie temperature e la dipendenza del rapporto ∆R/R dalla
temperatura (Fonte [4]).
compensate dalle emissioni radiative): in questo regime la resistenza diﬀe-
renziale subisce una netta diminuzione, in quanto, l'azione laser, favorisce il
ﬂusso di elettroni nella struttura. Aumentando ancora il potenziale elettrico
l'emissione di radiazione aumenta ﬁno a quando la struttura non risulta più
allineata: a questo punto l'emissione luminosa cessa improvvisamente e si os-
serva un brusco aumento della resistenza diﬀerenziale. Queste caratteristiche
sono evidenti osservando i graﬁci in ﬁgura 2.5, ottenuti dalla caratterizzazio-
ne sperimentale di un dispositivo QCL con eterostruttura RP basato su una
guida d'onda MM.
La caduta di potenziale presente nella curva I vs V per bassi valori del-
la corrente, è imputabile all'interfaccia metallo-semiconduttore, la quale si
comporta come una giunzione Schottky.
Dai graﬁci si nota anche come la corrente di soglia tenda ad aumentare
con l'aumento della temperatura. Nei dispositivi QCL THz l'aumento della
temperatura permette agli elettroni di guadagnare suﬃciente impulso, sul
piano ortogonale alla direzione di crescita degli strati, da poter rilassare verso
le sotto-bande inferiori in maniera non radiativa, con emissione di fononi LO.
Inoltre è dimostrato che il processo di iniezione degli elettroni nella regione
attiva ha un'importanza cruciale nella riduzione delle prestazioni dei QCL
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con l'aumentare della temperatura [13]. In generale è corretto aﬀermare che
la variazione della densità di corrente di soglia Jth con la temperatura è ben
riprodotta dalla nota formula empirica
Jth = J1 + J2e
T/T0
I valori tipici delle costanti nella formula sopra variano a seconda del
dispositivo.
2.2.1 QCL THz con emissione superﬁciale
La radiazione prodotta da un laser QCL operante nel THz con geometria a
ridge, come quello analizzato nella sezione precedente, presenta una elevata
divergenza a causa della ridotta altezza dell'eterostruttura ed, in questo caso,
anche della larghezza del trapezoide. Benché si possano progettare ridge più
larghi anche di un fattore dieci in modo da limitare la larghezza del proﬁlo
di emissione nella direzione parallela al piano degli strati, un aumento della
stessa entità dell'altezza della eterostruttura, avrebbe l'eﬀetto di richiedere
una diﬀerenza di potenziale estremamente elevata per l'allineamento dei li-
velli energetici e dunque per il funzionamento del laser. Tali diﬃcoltà possono
essere parzialmente superate ricorrendo a dispositivi QCL THz con emissione
superﬁciale.
Benché i laser QCL emettano la radiazione elettromagnetica nel piano
ortogonale alla direzione di crescita degli strati, è dimostrato che si può for-
zare la radiazione a fuoriuscire superﬁcialmente al dispositivo mediante la
generazione di fenditure con opportuna disposizione (grating di fenditure)
sullo strato di metallizzazione superiore del dispositivo ([14] e riferimenti
contenuti all'interno). Questo tipo di laser è conosciuto come Surface Emit-
ting DFB (laser a feedback distribuito con emissione superﬁciale): poiché
la lunghezza d'onda della radiazione ampliﬁcata è molto maggiore rispetto
alle dimensioni delle fenditure, il grating si comporta come un cristallo fo-
tonico 1-dimensionale, in cui si instaura un meccanismo di feedback per i
modi caratterizzati da una bassa velocità di gruppo (questo argomento sarà
analizzato in dettaglio nel prossimo capitolo). Il meccanismo di estrazione
superﬁciale può essere capito osservando la ﬁgura 2.6, in cui a sinistra, sono
rappresentati schematicamente gli strati di metallizzazione superiori di un
dispositivo DFB (le righe nere verticali rappresentano le fenditure), mentre
a destra sono graﬁcati i picchi della trasformata di Fourier del grating di
fenditure.
La ﬁgura 2.6a mostra un grating semplice con periodo pari a a/2: il primo
picco di Bragg del reticolo con intensità elevata si trova dunque in kB = 4pi/a;
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Figura 2.6: Meccanismo di estrazione superﬁciale della radiazione in un DFB.
ciò provoca un'azione di feedback per il modo con kmod = kB/2 = 2pi/a, co-
me mostrato dalla freccia orizzontale. Le ﬁgure 2.6b e 2.6c mostrano invece
un grating con base di periodo a: come è possibile osservare schematicamen-
te, la riduzione del valore Λ/a genera un aumento dell'intensità del picco di
Bragg localizzato in 2pi/a, esattamente in corrispondenza di kmod. La condi-
zione per cui è possibile ottenere estrazione verticale di radiazione luminosa
è krad > |kB − kmod|, in cui krad è il vettore d'onda della radiazione estratta
[14]. Il modo soggetto a feedback può subire uno scattering elastico con il
grating che annulla perfettamente la componente nel piano degli strati del
vettore d'onda, k‖ = |kB − kmod| = 0, per cui la radiazione viene scatterata
verticalmente al dispositivo. Il meccanismo appena descritto funziona anche
nel caso di grating non periodici. Nelle ﬁgure 2.7a e 2.7b è possibile osservare
un DFB con emissione superﬁciale basato su un grating di fenditure quasi-
periodico (struttura di ﬁbonacci) ed il proﬁlo di emissione teorico e misurato
nella direzione di elongazione del grating. Il grating di ﬁbonacci non gode di
alcuna simmetria traslazionale e può essere considerato il più semplice caso
di quasicristallo 1-dimensionale. La radiazione in questo caso non fuoriesce
perpendicolarmente al dispositivo, ma forma un angolo di 51° con la verticale.
Purtroppo, nei dispositivi di questo tipo (basati su un ridge lineare), la
ridotta larghezza del ridge rende il fascio di radiazione estratto superﬁcial-
mente estremamente divergente in una direzione, come mostrato dal calcolo
di intensità del fascio far-ﬁeld riportato in ﬁgura 2.7c.
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Figura 2.7: a) Strato di metallizzazione superiore di un DFB in cui le fenditure sono disposte come in
una catena di Fibonacci (vedere capitolo 3) (fonte: [14]). b) Proﬁlo di emissione calcolato (in
rosso) e misurato (in blu); il riquadro mostra i picchi di Bragg del grating ed il meccanismo di
estrazione superﬁciale (fonte: [14]). c) Proﬁlo di emissione superﬁciale calcolato teoricamente
di un laser DFB in cui un reticolo di diﬀrazione periodico con base è inciso sullo strato di
metallizzazione superiore. Il calcolo è stato eﬀettuato impostando il parametro Λ/a = 0.6 per
un modo a 3.4THz (fonte: [15]).
Un proﬁlo di emissione maggiormente collimato ed uniforme è ottenuto
con i dispositivi DFB circolari. Un DFB circolare consiste di un laser DFB
con emissione superﬁciale, in cui il ridge ha una geometria circolare. Questo
tipo di dispositivi presentano il vantaggio di esibire il comportamento tipico
di sistemi quasi 1-dimensionali (con la topologia di un anello), per cui il cal-
colo dei modi del campo elettromagnetico all'interno del risonatore circolare
risulta essere relativamente semplice. Purtroppo il proﬁlo di emissione dipen-
de drammaticamente dalla posizione dei contatti metallici, come mostrato in
ﬁgura 2.8.
I dispositivi laser QCL con emissione superﬁciale basati su cristalli foto-
nici bidimensionali (2D-PC), essendo strutture omogeneamente estese nelle
due direzioni ortogonali alla direzione di crescita degli strati, possono presen-
tare un proﬁlo di emissione molto più collimato rispetto ai DFB. Il grating
bidimensionale periodico è ottenuto mediante l'incisione di opportune fessu-
re sullo strato di metallizzazione superiore del dispositivo, analogamente a
quanto avviene nei DFB. La modellizzazione di dispositivi basati su 2D-PC si
dimostra però molto più complicata rispetto al caso 1-dimensionale dei DFB.
Inoltre risulta diﬃcile generare le condizioni aﬃnché si instauri un meccani-
smo di feedback eﬃciente, in modo da ottenere l'estrazione superﬁciale di
radiazione luminosa. Questo problema, legato alla simmetria traslazionale di
cui godono i cristalli, verrà approfondito nel prossimo capitolo.
Dispositivi QCL basati su quasicristalli fotonici bidimensionali (2D-PQC),
come quello oggetto di studio nella presente tesi, possono rappresentare un
passo avanti nella generazione di QCL con emissione superﬁciale che presen-
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Figura 2.8: DFB circolari e proﬁli di emissione misurati (nei riquadri). Come è possibile osservare in b) il
proﬁlo di emissione è molto più collimato e simmetrico rispetto che in a); questo comporta-
mento è dovuto al fatto che il contatto metallico non è saldato direttamente sullo strato con
le fenditure (fonte: [14]).
tino un proﬁlo di emissione collimato ed uniforme. I PQC infatti, non godono
di alcuna simmetria traslazionale, per cui cavità ottiche basate su PQC, pos-
sono sostenere meccanismi di feedback per la radiazione elettromagnetica più
eﬃcienti rispetto a quelli originati in cavità basate su cristalli convenzionali.
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Cristalli e Quasicristalli fotonici
Un cristallo fotonico (PC) è una struttura in cui l'indice di rifrazione ha
una modulazione periodica su scale dell'ordine della lunghezza d'onda della
radiazione elettromagnetica propagante al suo interno. Più formalmente in
un PC vale, per l'indice di rifrazione n(r) , la relazione n(r) = n(r +R), in
cui, dati tre vettori linearmente indipendenti u, v, w, il vettore R è dato
da lu+mv+ nw con l, m, n interi qualunque. I vettori {R} deﬁniscono un
insieme di punti che costituiscono un reticolo di Bravais, e che sarà denotato
con R1. Esempi di cristalli fotonici in 1, 2 e 3 dimensioni sono mostrati in
ﬁgura 3.1. Come mostrato schematicamente in ﬁgura 3.2, un PC può essere
visto come la ripetizione inﬁnita di celle primitive aﬃancate tra loro, ognu-
na traslata dall'origine attraverso un vettore appartenente al reticolo2. I PC
possono presentare bandgap fotonici, ovvero regioni di frequenze per cui la
propagazione di radiazione elettromagnetica al loro interno è proibita. Da
un punto di vista teorico, la simmetria traslazionale di cui godono i cristalli
fotonici, la natura ondulatoria della luce, rendono lo studio di questi siste-
mi molto simile allo studio delle caratteristiche elettroniche nelle strutture
cristalline[17, cap. 2].
Le proprietà dei cristalli fotonici sono sfruttate per molteplici applicazio-
ni in ambito tecnologico. Ne sono un esempio i DFB introdotti nel capitolo
1per maggiori informazioni al riguardo vedere per esempio [16, cap. 4]
2È possibile scegliere la cella primitiva in modo tale che essa abbia delle stesse proprietà
di simmetria possedute dal reticolo: questa cella è detta cella di Wigner-Seitz. Tali celle
possono essere ordinate in un certo numero ﬁnito di classi. Le celle di Wigner-Seitz che
ricoprono il piano possono assumere esclusivamente la forma di un parallelogrammo, di un
rettangolo, di un quadrato o di un rombo in relazione al fatto che esistono solo 5 tipi di
reticoli planari. Le celle possono essere scelte in inﬁniti modi diﬀerenti a patto di rinunciare
ad avere la stessa simmetria del reticolo.
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Figura 3.1: Cristalli fotonici in 1, 2 e 3 dimensioni composti da soli due materiali con indici di rifrazione
diversi (evidenziati da colori diﬀerenti). In rosso è mostrata la cella primitiva, in blu i vettori
di base.
Figura 3.2: Reticolo planare di punti con celle primitive messe in evidenza. A sinistra cella di Wigner-Seitz,
a destra cella arbitraria. La forma della cella di Wigner-Seitz è univocamente determinata
dal reticolo a diﬀerenza della cella arbitraria. L'intero reticolo può essere ottenuto traslando
la opportunamente la cella base (entrambe i tipi di celle ricoprono infatti perfettamente il
piano). E' importante notare come, pur essendoci piena libertà sulla scelta della forma per
una qualsiasi cella arbitraria, il volume sia invece determinato dal reticolo.
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precedente oppure i DBR (Distributed Bragg Reﬂector, Riﬂettori di Bragg
Distribuiti) costituiti questi ultimi essenzialmente da una successione di stra-
ti con indice di rifrazione alternato (possono essere visti pertanto come PC
uno-dimensionali). Regolando opportunamente lo spessore degli strati, è pos-
sibile ottenere specchi con elevato indice di riﬂessione per un certo intervallo
di lunghezza d'onda, grazie ai quali si realizzano rivestimenti antiriﬂesso, ﬁl-
tri dicroici, specchi di alta qualità per microcavità risonanti nei diodi laser,
ecc. . . .
Esistono diversi metodi per indagare le caratteristiche della radiazione
elettromagnetica propagante all'interno dei PC, come il metodo dell'espan-
sione in onde piane, il metodo degli elementi ﬁniti o il metodo KKR. Di
particolare interesse per questo lavoro è il metodo dell'espansione in onde
piane, che sarà introdotto nella prossima sezione e che verrà utilizzato per
validare i risultati ottenuti con un solutore agli elementi ﬁniti.
3.1 Teoria
Lo studio delle proprietà dei cristalli fotonici non può che partire dalle
equazioni di Maxwell nella materia:
∇ ·D = ρ (3.1)
∇ ·B = 0 (3.2)
∇× E = −∂B
∂t
(3.3)
∇×H = J+ ∂D
∂t
(3.4)
Limitandoci al caso base, verranno considerati sistemi in cui gli indici di
rifrazione dei diversi materiali sono tutti puramente reali: non si avranno
all'interno del sistema né cariche, né correnti libere. I mezzi saranno inol-
tre isotropi, per cui la costante dielettrica  e la permettività magnetica µ
entreranno nelle equazioni come numeri3. Inoltre, nei materiali considerati,
la permettività magnetica relativa µr è praticamente pari ad 1, per cui si
assumerà semplicemente che B = µ0H e che n =
√
r. Si è scelto di studia-
re le proprietà di propagazione della radiazione nel cristallo con il metodo
dello sviluppo in onde piane. Prima di discutere in dettaglio questo metodo
è opportuno introdurre alcune deﬁnizioni che saranno utilizzate più avanti.
3in generale  e µ sono tensori simmetrici 3x3; la sempliﬁcazione fatta equivale a porre
 = 0r ·13 e µ = µ0µr ·13.
23
3. Cristalli e Quasicristalli fotonici
Innanzi tutto, date due funzioni F(r) ed G(r) con r all'interno di un volume
Ω, si deﬁnisce il seguente prodotto scalare:
〈F| G〉 =
∫
Ω
F∗(r) ·G(r)d3r (3.5)
Le funzioni F e G appartengono ad uno spazio vettoriale V di funzioni
vettoriali complesse: esse possono rappresentare il campo induzione elettrica
D o il campo induzione magnetica H4. Lo spazio vettoriale V insieme con il
prodotto scalare deﬁnito dall'equazione 3.5 deﬁniscono uno spazio di Hilbert.
Combinando le equazioni 3.3 e 3.4 e risolvendo per H si ottiene:[
∇× 1
(r)
∇×
]
H(t, r) = − ∂
2
∂t2
H(t, r) (3.6)
Con le opportune condizioni sul contorno, ∂Ω, del dominio, l'operatore
vettoriale tra parentesi quadre nell'equazione sopra (che d'ora in avanti sarà
denotato Oˆ(r)) è hermitiano, cioè
〈
F(r)
∣∣∣ Oˆ(r)G(r)〉 = 〈Oˆ(r)F(r)∣∣∣ G(r)〉.
L'equazione 3.6 è chiamata master equation: esiste un'equazione simile per
D, il problema è per quest'ultima non si ottiene un operatore hermitiano; è
per questo motivo che si preferisce lavorare con il campo induzione magne-
tica. Sussistendo le ipotesi del teorema spettrale, si ha che esiste una base
ortonormale di autofunzioni Hn(r) (o, per meglio dire modi normali) per
l'operatore Oˆ(r) tale da poter scrivere
H(t, r) =
∑
n
Cn Hn(r)eıωnt
(in cui Cn è una 3-tupla di costanti complesse dipendenti5) essendo
Oˆ(r)Hn(r) =
(
ωn
c
)2
Hn(r) (3.7)
Il problema é dunque risolto una volta trovati i modi normali per l'ope-
ratore Oˆ (ci si è ristretti a risolvere un problema agli autovalori). Come è
possibile notare, si è scelto di usare notazioni del tutto analoghe a quelle
utilizzate in meccanica quantistica.
Nel caso dei cristalli fotonici inoltre la costante dielettrica è periodica in r:
ciò implica immediatamente che l'operatore Oˆ(r) è invariante per traslazioni
4in realtà i campi assumono valori reali e non complessi. Per comodità di conto però
essi verranno sempre assunti come campi complessi, tenendo a mente che i campi ﬁsici, ad
esempio Df e Hf , saranno dati dalla parte reale della controparte complessa Df = <(D)
e Hf = <(H)
5infatti ∇ ·H = 0
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con vettori del reticolo, cioè Oˆ(r+R) = Oˆ(r) con R ∈ R. Esistendo una tale
simmetria, allora si evince che i modi normali possono essere scritti come
Hn,k = e
ıkrun,k(r) (3.8)
in cui k è un vettore che appartiene alla prima zona di Brillouin del
reticolo reciproco, S6. La funzione un,k(r) è periodica per traslazioni con
vettori del reticolo diretto, un,k(r +R) = un,k(r): per questo motivo si può
scrivere
un,k(r) =
∑
Km
Dn,m(k)e
ıKmr (3.9)
per ogni Km ∈ S7. Il modo Hn,k ha come autovalore (ωn(k)/c)2: si ha
dunque una successione di bande; le funzioni ωn(k) godono della proprietà
ωn(k + K) = ωn(k) con K ∈ S. Questo importante risultato è noto come
teorema di Bloch. E' importante sottolineare che la condizione ∇ ·H = 0
implica un vincolo sulle costanti Dn,m nell'equazione 3.9: dovendo infatti
essere (k + Km) ·Dn,m = 0 allora è conveniente riscrivere lo sviluppo in
questo modo
un,k(r) =
∑
Km
(
D(1)n,m(k)eˆ1 +D
(2)
n,m(k)eˆ2
)
eıKmr (3.10)
in cui si sono scelti due versori eˆ1 e eˆ2, ortogonali al vettore (k + Km)
lungo i quali proiettare il vettore di polarizzazione Dn,m8.
Inserendo la 3.8 nella 3.6 si ottiene:
[
(ık+∇)× 1
(r)
(ık+∇)×
]
un,k(r) =
(
ωn(k)
c
)2
un,k(r) (3.11)
L'operatore k-parametrico tra parentesi quadre nell'equazione sopra (de-
notato d'ora in poi con Oˆk(r)), agisce solo sulle funzioni un,k(r), e sarà di
fondamentale importanza più avanti. Il cristallo potrebbe possedere altre
6il reticolo reciproco è il duale del reticolo diretto. Esso è ancora un reticolo di Bravais.
Dati tre vettori di base di un reticolo {ai}, i = 1, 2, 3, i tre vettori di base del reciproco
sono deﬁniti dalla relazione bi = (2pi/V )(aj×ak) in cui V è il volume della cella primitiva.
La prima zona di Brillouin è l'analogo della cella di Wigner-Seitz nel reticolo diretto che
contiene il k-vettore nullo.
7anche se i vettori Km appartengono ad uno spazio con dimensione maggiore di 1, essi
sono sempre numerabili, per cui ha senso indicizzarli con un unico numero naturale m.
8la dipendenza dei versori da k+Km è omessa per alleggerire la notazione.
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Direct Lattice Reciprocal Lattice
Figura 3.3: A sinistra: reticolo diretto e cella di Wigner-Seitz. A destra: reticolo reciproco e zona irriducibile
di Brillouin (in giallo).
simmetrie oltre a quella per traslazione per cui Rˆ[Oˆ(r)] = Oˆ(r). Questo im-
plica ulteriori sempliﬁcazioni nello studio del sistema. Un reticolo planare
quadrato per esempio, è invariante ribaltando le coordinate lungo 4 piani o
eﬀettuando una rotazione di 90°: questo comporta che è suﬃciente calcolare
ωn(k) solo per k all'interno di una regione pari ad un ottavo della prima
zona di Brillouin, come mostrato in ﬁgura 3.3. Questa regione è chiamata
zona irriducibile di Brillouin.
Il metodo utilizzato per il calcolo delle bande nei cristalli fotonici è basato
sullo sviluppo in onde piane (vedere per esempio [17, app. D]). Il metodo
consiste nel trovare la soluzione ad un problema agli autovalori nel dominio
della frequenza. Sfruttando le simmetrie del sistema, il problema si riduce alla
diagonalizzazione dell'operatore Oˆk(r) al variare di k nella zona irriducibile
di Brillouin. Con |i,m〉 sarà indicato lo stato tale che
〈r| i,m〉 = 1
V
eˆie
ıKmr
in cui V è il volume del sistema e Km ∈ S. Si consideri dunque il seguente
elemento di matrice:
Mil,jm(k) = 〈i, l| Oˆk(r) |j,m〉
gli elementi fuori diagonale sarebbero nulli nel caso in cui la funzione (r)
fosse costante ovunque. In generale invece, svolgendo i calcoli si trova che
Mil,jm(k) = −Ξ˜Km−Kl
[
eˆi ·
(
(k+Kl)× (k+Km)× eˆj
)]
(3.12)
in cui Ξ˜Km−Kl sono i coeﬃcienti di Fourier della funzione 1/(r). Più
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precisamente Ξ˜(k) è la trasformata di Fourier della funzione 1/(r) nella
cella di Wigner-Seitz. Di fondamentale importanza è la quantità
S(k) =
∣∣∣∣∣∑
i
eıkRi
∣∣∣∣∣
2
(3.13)
denotata come fattore di struttura e che sarà incontrata in seguito. È
importante notare come S(k) sia diversa da 0 solo se k ∈ S, valori per cui
essa diverge.
Grazie a questo approccio il problema originario viene ricondotto ad un
problema di algebra lineare; le bande fotoniche sono ottenute infatti dalla
soluzione del seguente sistema di equazioni
∑
m∈N
j=1,2
Mil,jm(k)D
(j)
n,m(k) eˆj· |j,m〉 =
(
ωn(k)
c
)2
D
(i)
n,l(k) eˆi· |i, l〉 (3.14)
Nella risoluzione pratica è impossibile considerare un numero inﬁnito di
onde piane: se però la funzione Ξ˜K tende a 0 all'aumentare di |K| in modo
suﬃcientemente veloce, la soluzione è ben approssimata tenendo conto di un
numero limitato di onde piane, ad esempio quelle all'interno di una sfera per
cui |K| < KC .
Prima di concludere questa parte, è importante sottolineare che l'equa-
zione 3.6 (e più in generale le equazioni di Maxwell) gode di una importante
proprietà: essa infatti non contiene alcuna costante dimensionata (al contrario
ad esempio dell'equazione di Schrödinger in cui compare la costante ~). Que-
sto implica che le soluzioni dell'equazione sono invarianti per trasformazioni
di scala: se opero la trasformazione r → αr con α ∈ R+ le soluzioni restano
invariate mentre gli autovalori scalano in questo modo ω2/c2 → ω2/(α2c2)9.
È questo il motivo per cui, più avanti, i graﬁci delle bande fotoniche saranno
calcolati in modo da lasciare in ordinata la quantità adimensionale fa/c.
3.1.1 Caso 2D: propagazione nel piano
Di particolare interesse ai ﬁni del lavoro svolto in questa tesi (per evi-
denti ragioni geometriche) è il caso di cristallo fotonico bidimensionale con
radiazione propagante nel piano. Si consideri dunque un cristallo fotonico in
9Una simile proprietà vale anche per la costante dielettrica: trasformare (r) → β(r)
ha il solo eﬀetto di cambiare ω2/c2 → βω2/c2.
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cui (r) dipenda solo dalle coordinate x ed y: per propagazione nel piano si
vuole intendere che la radiazione propaga nel piano xy, o in altri termini,
che il vettore k giace nel suddetto piano. In queste condizioni è conveniente
scegliere i versori eˆ1 e eˆ2 in modo tale il primo sia ortogonale a zˆ (H giace
nel piano xy, polarizzazione TM) ed il secondo sia parallelo a zˆ (polarizza-
zione TE). Con questa scelta il problema si disaccoppia (Mil,jm(k) = 0 se
i 6= j), consentendo di studiare i due casi di polarizzazione separatamente;
in particolare gli elementi di matrice per la luce polarizzata TM diventano:
M1l,1m(k) = −Ξ˜Km−Kl
[
|k+Kl| · |k+Km|
]
mentre per la luce con polarizzazione TE si ha:
M2l,2m(k) = −Ξ˜Km−Kl
[
(k+Kl) · (k+Km)
]
È interessante osservare ciò che accade in due casi particolari: il primo caso
è relativo ad un reticolo quadrato di pilastri circolari con passo reticolare
a, costante dielettrica di 8.9 e raggio r = 0.2a immersi in un fondo con
costante dielettrica 1. In queste condizioni, come mostrato chiaramente in
alto nella ﬁgura 3.4, si apre un bandgap fotonico per i modi TM nella regione
0.32 < fa/c < 0.44. Nel secondo caso si ha invece un reticolo quadrato di
pozzi quadrati la cui costante dielettrica è 1, circondati da pareti con costante
dielettrica 8.9; lo spessore delle pareti vale 0.165a, in cui a è sempre il passo
reticolare. Adesso sono i modi TE a presentare un bandgap fotonico (vedere
ﬁgura in basso della 3.4), mentre non c'è alcun bandgap per i modi TM. La
spiegazione per una tale fenomenologia può essere intesa osservando il proﬁlo
del campo induzione elettrica D nel punto X per modi TM relativo alla
prima ed alla seconda banda: nel sistema di pilastri Dz è contenuto quasi
completamente all'interno dei pilastri in banda 1, ma viene espulso nella
regione a bassa costante dielettrica in banda 2 (vedere ﬁgure a sinistra in
3.5); questo crea una grossa diﬀerenza di energia tra i due modi. Nel sistema
di pareti, al contrario, Dz rimane abbastanza ben conﬁnato all'interno della
regione ad alta costante dielettrica sia nella prima che nella seconda banda
(ﬁgure a destra in 3.5): si ha allora una diﬀerenza di energia più contenuta
tra le due conﬁgurazioni.
Questi due esempi, benché lontani dal caso di quasi-cristallo che si vuole
analizzare, forniranno una guida euristica per lo studio delle strutture basate
su quasicristalli.
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Figura 3.4: In alto: bande per il cristallo fotonico costituito da pilastri circolari di raggio r = 0.2a (9
siti reticolari sono mostrati schematicamente nella ﬁgura a sinistra). I pilastri hanno costante
dielettrica relativa pari ad 8.9 in contrasto ad un fondo con r = 1. In blu i modi TM, in
rosso i modi TE. Si vede chiaramente la presenza del band-gap fotonico per modi TM tra la
prima e la seconda banda. In basso: bande per il cristallo fotonico costituito da pozzi quadrati
circondati da pareti (vedere illustrazione a sinistra). Lo spessore delle pareti è pari a 0.165a.
Le pareti hanno una costante dielettrica relativa di 8.9 mentre per i pozzi r = 1. Questa
volta sono i modi TE a presentare un band-gap fotonico tra la prima e la seconda banda. In
entrambi i casi il calcolo è stato eﬀettuato su 57 k-punti lungo le linee ad alta simmetria della
zona irriducibile di Brillouin tenendo conto di 361 vettori del reticolo reciproco.
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Figura 3.5: A sinistra: modulo quadro di Dz per il modo relativo al punto X della prima banda (in alto)
per il sistema di pilastri. In basso invece è mostrato sempre |Dz |2 per la seconda banda: è
possibile osservare la linea nodale presente nei pilastri. A destra in alto: |Dz |2 per il modo
relativo al punto X della prima banda (in alto) per il sistema di pareti. A destra in basso:
stesso graﬁco relativo alla seconda banda: in questo caso la linea nodale già presente nella
regione ad alto indice di rifrazione nella prima banda, si è semplicemente spostata. Il calcolo
è stato eﬀettuato tenendo conto di 3721 vettori del reticolo reciproco.
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3.2 Quasicristalli
I quasicristalli fotonici (PQC) sono strutture in cui l'indice di rifrazione ha
una modulazione aperiodica ma deterministica. A metà tra il caso ordinato
e periodico dei cristalli ed il caso caotico, le strutture quasicristalline hanno
suscitato grande interesse in ﬁsica ﬁn dalla scoperta di alcune leghe di Al−Mn
in cui gli atomi si dispongono in una struttura quasiperiodica [18]. L'assenza
di simmetria traslazionale, insieme all'elevato grado di correlazione a lungo
raggio, rendono queste strutture estremamente interessanti anche nell'ambito
della fotonica.
I PQC possono essere generati a partire da particolari disposizioni geo-
metriche di punti nello spazio. Considerato un cristallo in uno spazio d-
dimensionale, un quasicristallo può essere ottenuto tramite la proiezione di
un insieme di punti del cristallo su un sottospazio con dimensione minore
di d scelto con determinati criteri [19]. Un quasicristallo 1-dimensionale di
Fibonacci (catena di Fibonacci) è ottenuto per esempio dalla proiezione su
una retta dei punti primi vicini di un reticolo quadrato 2-dimensionale: la
tangente dell'angolo che la retta forma con la congiungente di due primi vi-
cini del reticolo quadrato, è il numero irrazionale ϕ = (1+
√
5)/2, conosciuto
come sezione aurea (vedere ﬁgura 3.6).
Nei PQC in due dimensioni (2D-PQC), invece di trattare con il concetto
di cella primitiva, è opportuno considerare il concetto più generale di tessera
(in un sistema periodico costituito da tessere, la cella base di ripetizione può
essere costituita da più tessere, come mostrato nella parte destra della ﬁgura
3.7).
Benché si possa ricoprire il piano anche con un solo tipo di tessera in
maniera non periodica (vedere ﬁgura 3.7), un sistema di questo tipo non
costituisce un quasicristallo: esso infatti non gode della tipica correlazione
a lungo raggio che caratterizza le strutture quasicristalline. Le tessere che
compongono un quasicristallo non possono in alcun modo essere riordinate
ﬁno a costituire un sistema periodico. Quali caratteristiche devono soddisfare
le tessere che costituiscono un quasicristallo? Quanti tipi di tessere occor-
rono? Roger Penrose ha dimostrato per primo, nel 1974, l'esistenza di un
sistema di tessere in grado di generare una tassellatura quasiperiodica del
piano; Penrose ha inoltre dimostrato che occorrono almeno 2 tipi di tessere
diﬀerenti per costruire una tale tassellatura. Un esempio di tassellatura di
Penrose di tipo P2 è mostrato in ﬁgura 3.8. Come è possibile osservare in
ﬁgura, una tassellatura di questo tipo ha le stesse simmetrie possedute da
un pentagono: la simmetria pentagonale non può essere posseduta da nessun
tipo di cristallo planare.
Esistono diversi tipi diversi di tassellatura aperiodica del piano come la
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Figura 3.6: Metodo graﬁco per ottenere una catena 1D di Fibonacci mediante la proiezione di un insieme
di punti di un reticolo quadrato 2D su una retta. La pendenza della retta su cui viene eﬀettuata
la proiezione è il numero irrazionale ϕ. La catena è rappresentata dalla sequenza di segmenti
corti (blu) e lunghi (verdi). Una catena di Fibonacci può essere ottenuta anche mediante
la concatenazione di stringhe sn+1 = sn, sn−1 con s0 = A ed s1 = AB: in questo modo
si ottengono le catene A, AB, ABA, ABAAB, ABAABABA, . . . Un'ulteriore metodo per
ottenere la catena è l'utilizzo delle regole di inﬂazione A→ ABA ed B → AB: partendo dalla
catena A l'inﬂazione n-esima produce esattamente la catena s2n.
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Figura 3.7: Esempio di ricopertura aperiodica del piano mediante l'utilizzo di un solo tipo di tessera (a
sinistra). Le tessere possono essere riorganizzate ricoprendo il piano in modo periodico (ﬁgura
destra): in viola è evidenziata la cella primitiva arbitraria (costituita da due tessere).
Figura 3.8: Tassellatura di Penrose tipo P2.
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tassellatura di Robert Ammann ad esempio, la quale è costituita da due tesse-
re di cui un quadrato ed un rombo con angoli interni di 45° e 135°, e possiede
le stesse proprietà di simmetria di ottagono. Il lavoro svolto nella presente
tesi è centrato sullo studio dei modi del campo elettromagnetico all'interno di
un quasicristallo fotonico ottenuto a partire da una disposizione di punti di
Penrose di tipo P2. Quest'ultima è costituita da due tipi di triangoli (o equi-
valentemente due tipi di quadrilateri) orientati, ed è invariante per rotazioni
attorno all'origine di 72° (come un pentagono). Il fattore di struttura S(k)
di una disposizione di punti di Penrose tipo P2 gode delle stesse proprietà
di simmetria di un decagono: un elevato grado di simmetria del fattore di
struttura è importante per ottenere un buon conﬁnamento del modo ottico
(ulteriori considerazioni saranno fornite nel prossimo capitolo).
3.2.1 Generazione
Una tassellatura di Penrose tipo P2 è costituita da due tipi di triango-
li isosceli (o, alternativamente, da due quadrilateri detti aquilone e dardo
ottenuti da una combinazione opportuna di due dei suddetti triangoli dello
stesso tipo) di cui il primo, acutangolo, ha lati di lunghezza ϕ, ϕ ed 1 mentre
il secondo, ottusangolo, ha lati lunghi 1, 1 e ϕ. I due triangoli sono mostrati
nella parte alta della ﬁgura 3.9.
Per comodità verranno introdotte due classi di similitudine: apparterran-
no alla classe P tutti i triangoli simili al triangolo acutangolo (giallo nella
ﬁgura); apparterranno alla classe Q tutti i triangoli simili al triangolo ot-
tusangolo (blu). La tassellatura può essere ottenuto attraverso un algoritmo
ricorsivo descritto, con l'aiuto della ﬁgura 3.9, dalle seguenti regole e dai
seguenti passi:
Regola 1 Da applicare ai triangoli in P . Inserire un nuovo punto D′ lungo
il segmento AB tale che |D′B| = (1/ϕ) · |CB|; inserire un nuovo punto
D′′ lungo il segmento AC tale che |D′′C| = |CB|;
Regola 2 Da applicare ai triangoli in Q. Inserire un nuovo punto D′ lungo
il segmento AB tale che |AD′| = |AC|.
Passo 1 Per ogni triangolo ABC ∈ P applicare la regola 1 e sostituire lo
stesso con tre nuovi triangoli CBD′ ∈ P , CD′D′′ ∈ P e AD′D′′ ∈ Q;
Passo 2 per ogni triangolo ABC ∈ Q applicare la regola 2 e sostituire lo
stesso con due nuovi triangoli ACD′ ∈ P e BD′C ∈ Q;
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Figura 3.9: Triangoli di Robinson e regole di inﬂazione. Il triangolo in alto a sinistra rappresenta un
semi aquilone: l'angolo α è pari a 36◦, β = 72◦. L'aquilone completo è ottenuto specchiando il
triangolo lungo la direzione AB. Il triangolo in alto a destra rappresenta invece un semi dardo:
α = 36◦, γ = 108◦. Il dardo completo è ottenuto specchiando il triangolo lungo la direzione
AC o CB.
35
3. Cristalli e Quasicristalli fotonici
Figura 3.10: Evoluzione dell'algoritmo dopo 3, 4, 5 ed 8 iterazioni.
Passo 3 tornare al passo 1.
La condizione iniziale su cui opera l'algoritmo è una lista con un singo-
lo triangolo nella classe P . E' di fondamentale importanza non scambiare
l'ordine dei vertici nei sotto triangoli generati, in quanto, benché ogni trian-
golo isoscele possieda un piano di riﬂessione che ne lascia invariata la forma,
la suddetta riﬂessione implica un diversa suddivisione del triangolo durante
l'iterazione, da cui discende un diverso tipo di tassellatura. La giusta orienta-
zione è sottolineata dai pallini rossi in ﬁgura 3.9. In ﬁgura 3.10 sono mostrate
le tassellature ottenute con 3, 4, 5 e 8 iterazioni. A partire da tali costruzione
si può ottenere una ﬁgura completa con simmetria pentagonale come quella
mostrata in 3.8, operando una riﬂessione sull'asse orizzontale ﬁno ad otte-
nere uno spicchio di 72° ed inﬁne ruotando la stesso per 5 volte. Come è
facile notare vi sono solo due distanze caratteristiche fra vertici dei triangoli
primi vicini, che sono tra loro in rapporto 1 : ϕ. L'equivalenza algebrica tra il
metodo iterativo appena descritto e il metodo della proiezione di un insieme
di punti di un iper-reticolo su un piano, è dimostrata nel lavoro di Bruijn [20].
Avendo ottenuto la disposizione di punti quasiperiodica, la realizzazione
artiﬁciale di un PQC in due dimensioni è ottenuta per esempio assegnan-
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do opportuni indici di rifrazione n(r) ai diversi tipi di tessere presenti. Le
strutture quasiperiodiche studiate nella presente tesi sono costituite da un
materiale con un indice di rifrazione eﬃcace ns che occupa regioni circolari
(scatteratori) i cui centri coincideranno con i vertici delle tessere triangolari
nella tassellatura; gli scatteratori sono immersi in un materiale con nb > ns. I
raggi degli scatteratori sono ottimizzati in modo da massimizzare il fattore di
qualità per il modo dominante. Le caratteristiche della radiazione elettroma-
gnetica all'interno di strutture quasiperiodiche sono state oggetto di intenso
studio negli ultimi anni: di particolare interesse per il lavoro svolto in questa
tesi è l'articolo [21], in cui si sono studiate le proprietà ottiche di un PQC
2D basato su una disposizione di punti di Penrose: il dispositivo, costituito
da uno strato di SiO2 in cui sono ricavati pilastri circolari con disposizio-
ne quasiperiodica, agisce come un laser a pompaggio ottico con emissione
superﬁciale (nel suddetto articolo sono evidenziati i meccanismi che stanno
alla base dell'estrazione superﬁciale della radiazione luminosa, considerazioni
importanti anche nel caso del dispositivo oggetto di studio di questa tesi).
L'assenza di simmetria traslazionale rende in generale complicato lo studio
delle proprietà ottiche di queste strutture rispetto al caso dei cristalli. Ope-
rativamente, i modi del campo elettromagnetico all'interno del PQC possono
essere ottenuti dalla diagonalizzazione dell'operatore Oˆ(r) nella 3.7, esten-
dendo il calcolo all'intera geometria della struttura. È chiaro che la soluzione
di un problema di questo tipo richiede tante più risorse (in termini di memo-
ria e di tempo) quanto più è elevato il numero di tessere che compongono il
quasicristallo; al contrario, nel caso delle strutture periodiche, utilizzando il
metodo delle onde piane, lo studio dei modi può essere ristretto all'interno
della zona irriducibile di Brillouin nello spazio reciproco indipendentemente
dal numero di celle che compongono il cristallo (in realtà il numero di celle
nella struttura deve essere suﬃcientemente elevato).
La possibilità di estrarre radiazione superﬁciale con dispositivi QCL nella
regione del THz mediante l'incisione di un grating 2D quasiperiodico è estre-
mamente interessante non solo da un punto di vista puramente teorico, ma
anche per eventuali applicazioni tecnologiche: è infatti molto diﬃcile ottenere
dispositivi di questo tipo che presentino un proﬁlo di radiazione uniforme e
ben collimato utilizzando i metodi di progettazione attualmente disponibili.
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Il dispositivo oggetto del presente lavoro di tesi è costituito da una etero-
struttura costituita da strati alterni di GaAs/AlGa0.15As0.85, limitata supe-
riormente ed inferiormente da due strati ad alta conducibilità elettrica (Au),
tramite i quali è possibile applicare il potenziale elettrico. Sullo strato di
metallizzazione superiore, spesso qualche nm, è inciso un sistema di fori con
disposizione quasiperiodica a geometria Penrose tile, attraverso i quali ven-
gono guidati i modi all'interno della cavità agendo sulla disposizione e sui
raggi degli stessi. I fori funzionano inoltre da estrattori della radiazione nella
direzione perpendicolare al piano di ciascuno strato di crescita (z). In ﬁgura
4.1a è possibile osservare una schematizzazione del dispositivo.
Il calcolo dei modi all'interno della cavità è stato eﬀettuato tenendo conto
di alcune importanti sempliﬁcazioni. La cavità ottica oggetto di studio, es-
sendo limitata fortemente lungo la direzione verticale ed essendo costituita
da strati di materiali diversi, richiederebbe che si tenga conto di tutte e tre
le dimensioni spaziali nella risoluzione delle equazioni di Maxwell. Purtroppo
uno studio tridimensionale di un sistema di questo tipo necessita di notevoli
risorse computazionali: si tenga conto che la simulazione del sistema in 2
dimensioni ha richiesto la quasi totalità della memoria dei calcolatori a di-
sposizione (ulteriori considerazioni in merito saranno fornite più avanti). Si
è ritenuto opportuno operare le seguenti sempliﬁcazioni:
a) si considera il mezzo attivo come un mezzo isotropo con indice di
rifrazione pari a nb = 3.55 per tutte lo spettro di frequenze di interesse;
b) si risolvono le equazioni di Maxwell nel solo piano orizzontale (piano
xy), assegnando alle regioni circolari un indice di rifrazione eﬃcace
ns < nb in modo da tenere conto delle perdite nella direzione verticale.
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(b) (c)
x
z
xy
z
(a)
Figura 4.1: (a) Illustrazione schematica del dispositivo: la direzione di crescita degli strati è lungo z.
(b) Campo elettrico statico all'interno dei due piani conduttori. (c) Campo elettrico statico in
presenza di un foro sullo strato conduttore superiore: le linee di campo divergono in direzione
dei bordi.
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Tali sempliﬁcazioni possono essere operate principalmente per questi mo-
tivi:
 per frequenze ∼3THz la lunghezza d'onda della radiazione nel mezzo è
∼ 28µm (maggiore sia della dimensione del dispositivo nella direzione
verticale (20µm) che del diametro degli scatteratori (il quale è pari a
12µm), per cui i singoli strati si comportano, ai ﬁni dei calcoli, come un
unico strato con un indice di rifrazione eﬃcace nb; gli scatteratori stessi
possono essere trattati come cilindri con indice di rifrazione eﬃcace ns
i quali penetrano verticalmente l'intera eterostruttura;
 poiché il campo elettrico della radiazione è orientato lungo la direzione
verticale (vedere capitolo 1), il suo modulo è circa costante lungo tale
direzione (vedere ﬁgura 4.1b). La presenza di un foro nello strato di me-
tallizzazione superiore provoca la deﬂessione del campo elettrico lungo
tale direzione (come mostrato schematicamente in ﬁgura 4.1c) e la per-
dita di parte della radiazione. Impostando ns < nb è possibile trovare
i modi con maggior fattore di qualità (i quali saranno maggiormente
ampliﬁcati dal mezzo attivo).
L'approccio appena descritto è noto come Eﬀective Index Method (Me-
todo dell'Indice di rifrazione Eﬃcace) [22]. L'utilizzo di materiali semicon-
duttori quali quelli propri dell'eterostruttura oggetto di studio, implica che
l'indice di rifrazione eﬃcace degli scatteratori possa essere assunto ∼2.72.8,
senza commettere troppo errore [22, 23]. Questi valori vanno intesi come ri-
sultati di ricerche sperimentali. Purtroppo tale metodo, essendo basato su
calcoli 2D, ha il difetto di non permettere la valutazione precisa delle perdite
eﬀettive nelle regioni dei fori, dovute all'emissione superﬁciale di radiazione.
Non essendo noti metodi per predire il comportamento del campo elet-
tromagnetico all'interno di un quasicristallo ideale, si cercheranno i modi
all'interno di una cavità ottica spazialmente limitata con scatteratori dispo-
sti in maniera quasi-periodica (Penrose P2) utilizzando un solutore FD-FEM.
Un breve accenno al funzionamento di questo tipo di solutore sarà fornito
poco più avanti. Si procederà nel seguente modo:
 test del solutore il solutore FD-FEM è stato preventivamente utilizzato
per simulare cavità ottiche con scatteratori disposti in maniera perio-
dica; i risultati sono stati confrontati con quelli ottenuti con metodi
diﬀerenti (metodo delle onde piane), permettendo di valutare l'aﬃda-
bilità del solutore e la deviazione dal caso ideale dovuto alla limitatezza
spaziale della cavità;
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 studio dei modi nelle cavità di interesse sono stati caratterizzati i modi
all'interno di cavità con scatteratori disposti in maniera aperiodica;
tra le diverse cavità ottenute variando parametri come il numero di
iterazioni nella generazione, il raggio degli scatteratori, ecc. . . saranno
scelte quelle in cui si hanno modi con fattori di qualità elevati;
 ottimizzazione delle soluzioni migliori è stato valutato l'eﬀetto della
variazione ﬁne di parametri come il raggio degli scatteratori nelle ca-
vità con caratteristiche migliori in modo da ottimizzare il fattore di
qualità del modo dominante. Si è testata inoltre la stabilità del modo
variando altri parametri come ad esempio l'indice di rifrazione eﬃcace
degli scatteratori (tra 2.6 e 2.9) o la parte immaginaria dell'indice di
rifrazione nelle zone di perdita (tra 0.1 ed 1).
Prima di procedere verrà brevemente introdotto il Metodo agli Elementi
Finiti per la soluzione delle Equazioni alle Derivate Parziali.
4.1 Digressione sul FEM
Il Metodo agli Elementi Finiti (FEM) è una tecnica numerica che per-
mette di trovare soluzioni approssimate ad Equazioni alle Derivate Parziali
(EDP). Sviluppato originariamente per risolvere problemi complessi di mec-
canica e statica inerenti gli ambiti di ingegneria civile od aerospaziale, si è
evoluto negli anni ed è oggi largamente impiegato nella modellizzazione di
svariati sistemi ﬁsici, comprendenti problemi di ﬂuidodinamica ed elettro-
magnetismo. Esistono numerose implementazioni diﬀerenti del Metodo agli
Elementi Finiti come hp-FEM, XFEM, S-FEM, ecc. . . In questa sezione ver-
rà introdotto il metodo utilizzato: esiste una vasta bibliograﬁa su questo
argomento. In particolare, per quanto riguarda l'ambito inerente questa te-
si, cioè la soluzione di problemi di elettromagnetismo, è possibile consultare
[24, 25, 26, 27, 28]. Più nello speciﬁco una breve descrizione del metodo di
ricerca dei modi del campo elettromagnetico in un problema formulato nel
dominio della frequenza mediante il FEM (FD-FEM), è fornito in [29, cap.11,
sez. 2].
Verrà ora descritto il funzionamento del Metodo agli Elementi Finiti ap-
plicato al caso semplice dell'equazione di Laplace in due dimensioni. Dato il
seguente problema di Dirichlet
∇2u(x, y) = f(x, y) {(x, y) ∈ Ω}, u = 0 in ∂Ω (4.1)
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in cui Ω rappresenta un aperto connesso, è necessario prima di tutto
passare alla formulazione debole del problema:∫
Ω
f(x, y) · v(x, y)dσ = −
∫
Ω
∇u(x, y) ·∇v(x, y)dσ (4.2)
Si veriﬁca infatti che se u risolve 4.1 allora l'equazione integrale sopra è
soddisfatta qualunque sia v tale che v = 0 in ∂Ω. Il problema viene ora rim-
piazzato da una nuova forma approssimata in cui le funzioni u ed f saranno
sostituite da una combinazione lineare di funzioni vk, limitate in numero (ba-
se). Le funzioni approssimate saranno denotate come u˜ ed f˜ . A questo scopo il
dominio Ω viene suddiviso in un insieme di sottodomini (viene eﬀettuata una
mesh del dominio). I sottodomini possono avere forma poligonale (triangoli,
quadrilateri, ecc. . . ). Le funzioni vk sono tali che il loro valore è 0 ovunque
eccetto nel sottodominio k-esimo e nei sottodomini conﬁnanti. A seconda
dell'implementazione, le vk possono essere funzioni lineari a tratti di x e di
y (per esempio piramidi) oppure funzioni delle loro potenze. Introducendo la
notazione
〈g, h〉 =
∫
Ω
g(x, y) ·h(x, y)dσ
〈〈g, h〉〉 =
∫
Ω
∇g(x, y) ·∇h(x, y)dσ
quanto appena detto si traduce nel fatto che sia Mij = 〈vi, vj〉 che Lij =
〈〈vi, vj〉〉 sono nulli per quasi tutti i valori delle coppie (i, j) (M ed L vengono
dette matrici sparse). Scrivendo allora u˜(x, y) =
∑
k ukvk(x, y) e f˜(x, y) =∑
k fkvk(x, y) ed utilizzando l'equazione 4.2, allora il problema originario è
ricondotto ad un problema di algebra lineare
−
∑
j
Lijuj =
∑
j
Mijfj (4.3)
una volta calcolati i valori Lij ed Mij. Esistono eﬃcienti algoritmi per la
soluzione dell'equazione sopra scritta in cui le matrici L ed M sono sparse.
Il metodo può essere generalizzato per la soluzione di altri tipi di problemi,
come ad esempio il problema agli autovalori
∇2u(x, y) = λu(x, y) {(x, y) ∈ Ω}, u = 0 in ∂Ω
più attinente a quanto svolto in questa tesi (l'equazione 3.7 altro non è che
un'equazione diﬀerenziale agli autovalori in 3 dimensioni). E' chiaro che le
risorse necessarie per il calcolo della soluzione sono tanto minori tanto più la
mesh è grossolana (con conseguente allontanamento dalla soluzione esatta) o
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il dominio è piccolo. In un problema 2D, inﬁttire una mesh di n×n elementi
dimezzando la lunghezza media dei sottodomini implica passare ad avere 4n2
elementi: la taglia delle matrici L ed M aumenta di conseguenza.
L'implementazione di un sistema del tipo sopra descritto su un calcolatore
può essere molto complicata. Fortunatamente esistono numerosi software i
quali permettono di deﬁnire la geometria e le condizioni al contorno mediante
una GUI (Graphical User Interface, Interfaccia Graﬁca Utente), per poi
compilare e risolvere in automatico le equazioni. Questo tipo di approccio
permette di risparmiare molto tempo. I calcoli eﬀettuati in questo lavoro di
tesi sono stati eseguiti con il software Comsol®.
4.1.1 Condizioni al contorno e PML
Un solutore FEM eﬀettua i calcoli all'interno di una regione di spazio li-
mitata (nel nostro caso limitata dalla circonferenza esterna della ﬁgura 4.2).
Bisogna necessariamente speciﬁcare le condizioni al bordo della regione aﬃn-
ché il problema sia ben posto. Nel caso di un problema di elettromagnetismo,
al ﬁne di mantenere il sistema isolato dall'esterno, è possibile porre ai bor-
di dello stesso un PEC (Perfectly Electric Conductor, Conduttore Elettrico
Perfetto). L'equazione che il campo elettrico deve soddisfare in corrisponden-
za di un PEC è nˆ × E = 0, in cui nˆ è il versore normale alla superﬁcie del
PEC. Tale condizione al contorno implica una riﬂessione del campo elettrico
ai bordi che inﬂuirà inevitabilmente con il sistema oggetto di studio (l'array
di pilastri nel nostro caso). Per evitare queste riﬂessioni il sistema ogget-
to di studio viene circondato da una zona particolare detta PML (Perfectly
Matched Layer), la quale è progettata in modo da assorbire completamente il
campo elettrico incidente sulla stessa, annullando ogni possibile riﬂessione. Il
principio di funzionamento della PML è quello di operare una trasformazione
dell'operatore di derivazione che appare nelle equazioni di Maxwell. Suppo-
nendo ad esempio di voler assorbire un'onda propagante nella direzione x,
allora si eﬀettuerà la seguente sostituzione nelle equazioni
∂
∂x
→ 1
1 + ıκ(x)
ω
∂
∂x
in cui κ(x) è una funzione opportuna. Il campo elettromagnetico si at-
tenuerà progressivamente all'aumentare della coordinata x. La PML si com-
porta a tutti gli eﬀetti come una zona di perdita: le frequenze dei modi di
un sistema in cui sia inserita una PML avranno di conseguenza una parte
immaginaria più o meno grande, a seconda di quanto il campo elettromagne-
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tico è contenuto all'interno della stessa. Una trattazione matematicamente
rigorosa della PML può essere trovata in [30] ed in [31].
Al ﬁne di risparmiare risorse di calcolo, si può restringere la regione da
studiare sfruttando le simmetrie proprie di un sistema mediante l'inserimento
di opportune condizioni ai bordi. Oltre al PEC introdotto precedentemente,
è necessario considerare un altro tipo di condizione: quella introdotta dal
PMC (Perfect Magnetic Conductor, Conduttore Magnetico Perfetto). Al-
l'interfaccia di un PMC il campo magnetico deve soddisfare la condizione
nˆ ×H = 0: in sostanza in corrispondenza di un PEC il campo elettrico ha
una linea nodale, in corrispondenza di un PMC la derivata prima del campo
elettrico nella direzione nˆ è 0. Nel caso 1D, supponendo di avere un dielet-
trico in cui (x) = (−x), si può studiare il sistema riducendosi al semiasse
x > 0: ponendo un PEC in x = 0 si troverebbero tutte le soluzioni dispari
E(x) = −E(−x), mentre ponendo un PMC si troverebbero tutte quelle pari
E(x) = E(−x). Volendo studiare un reticolo quadrato è possibile limitare lo
studio ad un ottavo del piano come mostrato in ﬁgura 4.2 inserendo oppor-
tune condizioni sui bordi OA ed OB al campo elettrico od alle sue derivate
lungo la direzione x o y.
4.2 Calcolo dei modi in cristalli fotonici
Al ﬁne di calcolare i modi all'interno di strutture regolari limitate, uti-
lizzando il solutore FEM, è necessario regolare i parametri del solutore in
modo da avere soluzioni ragionevoli in tempi accettabili. Il caso analizzato
è il reticolo quadrato di pilastri già considerato nel capitolo precedente (le
bande ottenute con il metodo delle onde piane sono graﬁcate in ﬁgura 3.4). Il
sistema è costituito da un'array di 21× 21 pilastri, come mostrato in ﬁgura
4.2. E' importante che i modi del sistema di pilastri non siano inﬂuenzati
dalle caratteristiche della cavità in cui è contenuto: ciò è ottenuto inserendo
una opportuna fascia assorbente, la PML.
Le dimensioni del sistema di pilastri sono state regolate in modo da avere
il band gap tra 3.1THz e 4.2THz (r = 6.4µm, a = 32µm). La dimensione
massima dei domini della mesh deve essere impostata in modo da avere alme-
no 4-5 punti per lunghezza d'onda: viste le dimensioni tipiche considerate ciò
corrisponde ad una lunghezza massima dei lati dei triangoli di 12µm in aria e
3µm nel dielettrico. La PML è stata scelta abbastanza morbida imponendo
una lunghezza di attenuazione di 100µm.
E' stata analizzata una banda compresa tra 2.4THz e 5.1THz. Sono stati
estratti gli autovalori relativi ai diversi modi λ = ω + ıδ: in ﬁgura 4.3a è
possibile osservare un graﬁco del fattore di qualità Q = ν/2 |δ| in funzione
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O A
B
Figura 4.2: Sistema 2D. In rosso pilastri (scatteratori) circolari con raggio pari a r = 6.4µm ed indice di
rifrazione np =
√
8.9. La distanza fra i centri degli scatteratori è a = 32µm. In blu la regione
con aria nb = 1. In rosa la fascia PML. Il raggio della circonferenza interna è di 700µm, quello
della circonferenza esterna è di 900µm.
della frequenza ν = ω/2pi. Si nota facilmente l'assenza di modi con fattori di
qualità elevati per frequenze comprese tra 3.02THz e 4.19THz.
Si nota anche come in prossimità del band gap il fattore di qualità subi-
sca una forte salita, indice del fatto che i modi in oggetto sono fortemente
conﬁnati all'interno del sistema di pilastri. Tale comportamento è tutt'altro
che ovvio, e merita qualche considerazione ulteriore. I modi in prossimità
del band gap, presentano necessariamente una bassa velocità di gruppo, vg1:
questo implica che essi si comportano come modi stazionari, rimanendo ben
conﬁnati all'interno della struttura; al contrario, i modi con vg 6= 0, tendono
a delocalizzarsi in tutto il cristallo. Poiché la struttura considerata è limitata,
essi sperimentano grosse perdite dovute alla presenza dei bordi. Se il cristallo
fotonico è un mezzo con guadagno, allora tale guadagno è fortemente legato
alla densità degli stati, la quale presenta delle singolarità ai bordi del band
gap: l'emissione laser è fortemente favorita nelle singolarità [32]. Da un punto
di vista diﬀerente, si può osservare come la diﬀrazione da parte del reticolo di
due o più modi, può portare alla formazione di un modo in cui la componente
nel piano del vettore d'onda, k‖, è nulla. Trattando con cristalli (i vettori del
reticolo reciproco costituiscono un reticolo di Bravais), i modi di origine che
riescono a generare la condizione k‖ = 0, sono solo quelli relativi ai punti di
alta simmetria della prima zona di Brillouin. La condizione di annullamento
1La velocità di gruppo è deﬁnita come il gradiente della relazione di dispersione: vg(k) =
∇kω(k).
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Figura 4.3: Fattore di qualità e densità degli stati (DOS) per il reticolo quadrato di pilastri calcolata con
il solutore FEM. (a) Fattore di qualità dei modi. (b) DOS ottenuta tramite l'istogramma delle
frequenze dei modi con Q > 80 forniti dal solutore FEM. (c) DOS ottenuta con il metodo delle
onde piane.
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dimensione BG Inf. BG Sup.
freq (THz) Q freq (THz) Q
9× 9 2.995 18077 4.347 67
13× 13 3.001 145000 4.252 161
17× 17 3.015 1.26× 106 4.211 336
21× 21 3.018 2.22× 106 4.190 613
Tabella 4.1: Evoluzione del Band Gap con la dimensione dell'array. Si vede come il Band Gap diminuisca
aumentando il numero di celle e come il fattore di qualità invece tenda a salire.
di k‖ è di fondamentale importanza se si vuole eﬀettuare estrazione verticale
della radiazione, come documentato in [33] oppure in [34].
Nei quasicristalli, l'assenza di simmetria traslazionale non permette di
poter operare con quantità analoghe alla velocità di gruppo nei cristalli. Tut-
tavia, sarà mostrato più avanti, come il modo dominante può essere visto
come risultato opportuno della diﬀrazione della radiazione elettromagnetica
da parte degli scatteratori. Ciò è ottenuto considerando il fattore di struttu-
ra del quasicristallo. Un argomento simile ma relativo a strutture di pilastri
(strutture disconnesse) è introdotto in [21].
Osservando le ﬁgure 4.3b e 4.3c, in cui sono mostrate le densità degli stati
calcolati con i due metodi, si vede come i risultati ottenuti con il solutore FEM
sono compatibili con quelli estrapolati tramite il metodo delle onde piane.
Quanto appena esposto conferma che un sistema di pilastri con 21× 21 celle
esibisce in maniera netta il comportamento tipico del cristallo (vedere tabella
4.1) e che il solutore FEM utilizzato è in grado di fornire risultati aﬃdabili.
Il confronto tra i calcoli eﬀettuati su altri tipi di cristalli planari ed i relativi
risultati ottenuti con il metodo delle onde piane ha confermato ulteriormente
l'aﬃdabilità del metodo.
4.3 Calcolo dei modi nel Quasicristallo
Il graﬁco 4.3 mostra chiaramente come i modi ai bordi del band gap fo-
tonico esibiscano un fattore di qualità ben al di sopra rispetto alla media,
rendendoli degli ottimi candidati per un'eventuale utilizzo laser. Purtroppo,
come è stato già anticipato nei capitoli precedenti, è diﬃcile aprire band gap
fotonici per modi TM in quelle strutture che si sono deﬁnite connesse, in
cui cioè l'indice di rifrazione degli scatteratori è inferiore rispetto all'indice
di rifrazione del fondo. Tale band gap è invece facile da aprire in strutture
disconnesse come quella analizzata nella sezione precedente: la realizzazio-
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ne pratica di dispositivi laser a pompaggio elettrico basati su questo tipo di
strutture è però molto complicata: mentre nelle strutture connesse è infatti
suﬃciente praticare un foro solo sullo strato di metallizzazione superiore per
indurre un cambio signiﬁcativo dell'indice di rifrazione eﬃcace del mezzo, in
strutture disconnesse è necessario l'asportazione di tutto il materiale attivo
che non stia sotto gli scatteratori, e la sostituzione dello stesso con altri tipi
di materiali elettricamente isolanti ed otticamente trasparenti. Inoltre, nelle
strutture connesse, la tensione elettrica può essere fornita tramite la saldatu-
ra di uno o pochi elettrodi sullo strato di metallizzazione superiore, mentre
in quelle disconnesse è ovviamente necessario connettere ogni scatteratore.
Le connessioni elettriche potrebbero in questo modo condizionare l'eﬃcienza
di estrazione della radiazione luminosa. Questa serie di problematiche induce
a lavorare con strutture connesse.
Il motivo per cui il band gap per modi TM si apre diﬃcilmente in cristalli
fotonici connessi è stato euristicamente spiegato nella parte conclusiva del
capitolo 3. Seguendo il ragionamento fatto è auspicabile che tale band gap
sia assente anche in quasicristalli fotonici connessi. Una prova a sostegno di
questa tesi è ottenuta osservando le mappe relative a due tipi di cristalli foto-
nici in ﬁgura 4.4: come è possibile osservare il band gap TM si apre solo per
valori r/a abbastanza vicini a 0.5, il che corrisponde ad avere poca regione
attiva (il rapporto tra l'area occupata dagli scatteratori e quella occupata dal
dielettrico è basso). Le mappe sono inoltre calcolate assumendo un contrasto
di indice molto elevato (nb per il dielettrico vale
√
11.4 ' 3.38 mentre per
gli scatteratori ns = 1); nel caso del dispositivo che si vuole realizzare, il
contrasto di indice è molto più basso (2.7, 2.8 per gli scatteratori, 3.6 per il
dielettrico). Questa condizione, insieme al fatto che gli scatteratori circolari
nel caso del quasicristallo non riescono ad occupare il piano in modo eﬃcien-
te come nel caso del cristallo, ci scoraggiano dal ritenere che possa esistere
un band gap fotonico per modi TM all'interno di un quasicristallo fotonico
connesso come quello che si vuole analizzare.
Nonostante l'assenza del band gap, possono esistere all'interno della cavità
ottica, modi con fattore di qualità suﬃcientemente elevato da poter soste-
nere l'azione laser. Nell'articolo [35] viene realizzato un QCL con emissione
superﬁciale basato su un cristallo fotonico 2D esagonale il quale non presen-
ta band gap fotonici per modi TM. In ﬁgura 4.5 è possibile osservare una
schematizzazione del dispositivo ed il calcolo teorico delle bande fotoniche. Il
funzionamento del dispositivo si basa proprio sulla presenza di alcuni modi
dominanti.
Avendo appurato l'aﬃdabilità del solutore FEM, verranno calcolati i mo-
49
4. Modellizzazione del dispositivo
Square latticeof air holes
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
0 0.2 0.4 0.6
TMTEBoth
fa/
c
0.70.50.30.1
Triangular latticeof air holes
TMTEBoth
Radius r/a
0.30.1 0.5
Radius r/a
Figura 4.4: A sinistra: mappa del band gap fotonico per un cristallo quadrato costituito da scatteratori
circolari con ns = 1 all'interno di un dielettrico con nb =
√
11.4. A destra: stessa mappa per
un cristallo esagonale con medesimi parametri. Si osserva come il band gap per modi TM si
apre per valori r/a intorno a 0.4. Fonte:[17, app. C].
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Figura 4.5: QCL con emissione superﬁciale basato su cristallo fotonico esagonale. (a) Schematizzazione del
dispositivo lungo la direzione verticale; in giallo è rappresentato lo strato di metallizzazione
superiore mentre, subito al di sotto di questo, in arancione, è rappresentato lo strato con
alto drogaggio n+. Tale strato è rimosso in corrispondenza dei fori per ridurre le perdite.
Esso può essere terminato ai bordi esterni del dispositivo in corrispondenza dello strato di
metallizzazione o meno come mostrato in (c). Nel caso esso venga terminato il campo elettrico
può subire delle riﬂessioni ai bordi del dispositivo; al contrario lo strato in eccesso si comporta
come una regione di perdita. (b) Immagine al microscopio ottico del dispositivo. A sinistra
è visibile il contatto metallico. (d) Struttura delle bande fotoniche per modi TM relativo al
cristallo fotonico utilizzato r/a = 0.22. Il calcolo è di tipo 3D, di conseguenza non è stato
introdotto alcun indice di rifrazione eﬃcace. Si nota l'assenza di band gap fotonici. Fonte:[35].
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di TM all'interno di un quasicristallo fotonico bidimensionale basato su una
tassellatura di Penrose tipo P2 (vedere capitolo 3, sezione 2). La struttura
del dispositivo sarà simile a quella descritta nell'articolo appena citato.
Viene generata una tassellatura di Penrose tipo P2 applicando le regole di
inﬂazione su un semi aquilone (vedere ﬁgura 3.9) ed identiﬁcando i vertici dei
triangoli generati. Sfruttando le proprietà di simmetria della tassellatura, le
coordinate dei vertici vengono ribaltate rispetto all'asse orizzontale: mediante
questa procedura si ottengono le stesse coordinate derivanti dell'applicazione
delle regole di inﬂazione su un aquilone completo; le coordinate così ottenute
sono ruotate per cinque volte intorno all'origine in modo da coprire l'intero
angolo giro. Ogni punto così ottenuto rappresenta il centro degli scatteratori,
costituiti da circonferenze, i cui raggi verranno regolati in modo opportuno.
Durante il processo è importante fare attenzione aﬃnché gli scatteratori non
risultino sovrapposti. Le coordinate dei centri scatteratori sono state scalate
opportunamente ed integrate con il resto della geometria (zone di perdita,
fasce PML). In ﬁgura 4.6 è mostrata la geometria del sistema sul piano or-
togonale alla direzione di crescita degli strato (le coordinate dei centri sono
state ottenute tramite 6 iterazioni dell'algoritmo generativo). Onde evitare
riﬂessioni del campo elettrico lungo i bordi della cavità decagonale, seguen-
do l'esempio riportato nell'articolo [35], si è generata una zona di perdita ai
bordi del dispositivo mediante l'asportazione di una stretta fascia (40µm) di
metallo, in modo da lasciare lo strato ad alto drogaggio n+ scoperto: la radia-
zione all'interno di questa regione decade in poche lunghezze d'onda (i modi
del quasicristallo risultano così più indipendenti dalla cavità decagonale).
È opportuno valutare quanto i modi all'interno della cavità siano inﬂuen-
zati dalla presenza degli scatteratori. In ﬁgura 4.7 sono graﬁcati i fattori
di qualità dei modi calcolati sia nella cavità vuota, in cui cioè si è posto
nb = ns (assenza di scatteratori), sia nella cavità con gli scatteratori: è chia-
ramente visibile come la presenza degli scatteratori porti alla comparsa di
modi con fattori di qualità molto elevati se confrontati con la cavità vuo-
ta. In particolare si trova un modo con fattore di qualità 197 alla frequenza
di 3.04THz(modo principale). Tale modo ha la caratteristica interessante di
presentare un'intensità elevata del campo elettromagnetico anche all'interno
degli scatteratori, fattore determinante se si ricerca l'estrazione di radiazio-
ne luminosa nella direzione verticale. Ancor oltre, esso si comporta come un
modo di monopolo, nel senso che la fase del campo elettrico in corrispon-
denza degli scatteratori è pressoché costante, come si osserva in ﬁgura 4.9.
Queste caratteristiche fanno del modo in questione, un ottimo candidato per
l'implementazione di un dispositivo laser con la geometria descritta: con tali
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Figura 4.6: Geometria del sistema. In verde: dielettrico con indice di rifrazione nb = 3.6. In rosso: centri
scatteratori (ns). In arancio: zona di perdita nl = nb + ınp. In azzurro: aria, n = 1. In rosa:
fascia PML. Il raggio della circonferenza interna è di 700µm, quello della circonferenza esterna
è di 900µm. Il raggio della circonferenza all'interno della quale è inscritto il decagono interno è
di 400µm. La larghezza della zona di perdita è 20µm. I raggi degli scatteratori in ﬁgura hanno
un valore di 6µm.
premesse si attende infatti che la radiazione uscente nella direzione verticale
sia molto ben collimata.
Poiché si sta approssimando un sistema tridimensionale con uno 2D me-
diante l'uso di opportuni indici di rifrazione eﬃcaci, è diﬃcile essere sicuri di
quanto l'indice di rifrazione eﬃcace considerato per gli scatteratori, ns, nel
calcolo 2D si adatti bene al caso reale. Per questo motivo si sono variati sia
ns che i raggi degli scatteratori, valutando la dipendenza dei modi del campo
elettromagnetico da questi parametri: la mappe in ﬁgura 4.10 mostrano l'evo-
luzione del modo principale al variare dei parametri sopracitati. Il fattore di
qualità aumenta, come ci si aspetta, all'aumentare del contrasto di indice tra
gli scatteratori ed il dielettrico. Un altro modo diventa però competitivo per
valori dei raggi maggiori di 7µm: purtroppo quest'ultimo presenta un proﬁlo
di campo poco idoneo all'implementazione di un dispositivo laser, (il calcolo
teorico del proﬁlo è visibile in ﬁgura 4.11). Un aumento eccessivo del raggio
degli scatteratori ha inoltre l'eﬀetto deleterio di diminuire l'area occupata
dalla regione metallica, riducendo dunque la superﬁcie eﬀettiva di guadagno
della eterostruttura. Al ﬁne di massimizzare il fattore di qualità del modo
principale e contemporaneamente abbattere il più possibile i modi spuri si
è scelto di ﬁssare il valore dei raggi degli scatteratori a ∼ 6µm.
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Figura 4.7: Fattore di Qualità in funzione della frequenza dei modi nella cavità vuota (in rosso) ed in
quella con gli scatteratori (in blu). Si nota come nella cavità vuota il fattore di Qualità tenda
a salire circa linearmente con la frequenza, mentre, in presenza degli scatteratori, esso tenda
ad occupare un ampio range di valori, acquisendo un carattere molto discontinuo. Si noti in
particolare il modo con Q pari a 197 localizzato a 3.04THz (freccia verde) Il guadagno della
eterostruttura, centrato attorno a 3THz, si estende per qualche centinaio di GHz.
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Figura 4.8: |Ez |2 per il modo con Q pari a 197.
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Figura 4.9: Fase di Ez per il modo con Q pari a 197.
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Figura 4.10: Mappa del modo in funzione di ns e dei raggi degli scatteratori.
4.3.1 Studio dei meccanismi di feedback nel PQC
Per quale meccanismo il modo selezionato è così ben conﬁnato all'interno
della struttura? Per rispondere a questa domanda è opportuno considerare il
fattore di struttura S(k) del quasicristallo deﬁnito dall'equazione 3.13, in cui
Ri è la coordinata del centro dello scatteratore i-esimo. La funzione S(k), nel
caso dei cristalli fotonici, presenta dei picchi solo in corrispondenza dei punti
del reticolo reciproco. Nel caso dei quasicristalli invece, la situazione è molto
diﬀerente: si osservano infatti una varietà di picchi isolati di diversa inten-
sità e disposti, anche in questo caso, in modo aperiodico (la dimostrazione
matematica può essere trovata in [19, sez. IV]). È importante notare come la
funzione di struttura goda di simmetria icosaedrale (simmetria proibita per
i cristalli).
Benché i meccanismi di feedback siano molto più complicati da interpre-
tare nel caso 2D (specialmente in strutture quasiperiodiche) piuttosto che
nel caso 1D (il caso del DFB analizzato nel capitolo 1) a partire dai picchi di
Bragg della cavità, il calcolo della trasformata di Fourier del modo principale
mostra immediatamente la presenza di 10 picchi perfettamente coincidenti
(a meno dell'errore di calcolo) con i 10 picchi di Bragg più interni della ca-
vità mostrati in ﬁgura 4.12. Lo scattering elastico del modo principale con
il grating quasiperiodico, provoca dunque l'emissione di radiazione con vet-
tore d'onda orientato esattamente lungo la direzione verticale, in quanto la
condizione kj‖ =
∣∣kjmod − kjB∣∣ = 0 è soddisfatta per ognuno dei 10 picchi (la
componente del vettore d'onda nel piano degli strati è 0). È per questo mo-
tivo che il proﬁlo di emissione superﬁciale calcolato teoricamente risulta ben
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Figura 4.11: A sinistra: proﬁlo di |Ez | (in alto) e graﬁco della fase di Ez (in basso) per il modo a 2.90THz.
A destra: proﬁlo di |Ez | (in alto) e graﬁco della fase di Ez (in basso) per il modo a 3.27THz:
il fattore di qualità di questo modo diventa dominante per valori dei raggi degli scatteratori
vicini o maggiori di 7µm. I fattori di qualità dei suddetti modi spiccano nel graﬁco 4.7
rispettivamente a sinistra e destra rispetto al modo a 3.04THz.
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Real Space Reciprocal Space
Figura 4.12: Centri degli scatteratori nel quasicristallo (a sinistra) e relativo fattore di forma S(k) (a
destra). Il raggio delle circonferenze è proporzionale all'intensità dei picchi: sono stati riportati
solamente quelli con intensità superiore al 20% dell'intensità del picco massimo. E' evidente
la simmetria icosaedrale di cui gode fattore di forma. La trasformata di Fourier del modo
principale consiste di 10 picchi (kjmod, j = 1..10) mostrati in ﬁgura dalle frecce grigie: come è
possibile osservare essi conincidono (a meno dell'errore di calcolo) con i picchi di Bragg della
cavità ottica. Considerando la lunghezza del segmento rosso nel riquadro di sinistra pari ad
1u, si trova che
˛˛˛
kjmod
˛˛˛
è pari a 7.93u−1.
collimato.
4.3.2 Calcolo del proﬁlo di emissione
Il modello 2D utilizzato per il calcolo dei modi nel quasicristallo, non con-
sente di valutare la radiazione irradiata nella direzione verticale (il modello
infatti prevede che il dispositivo sia inﬁnitamente esteso lungo la direzione di
crescita degli strati). Ciò nonostante è possibile ottenere, in prima appros-
simazione, il proﬁlo di emissione di un modo calcolato con il modello 2D,
conoscendo il modulo e la fase di Ez nelle regioni in cui non sia presente lo
strato di metallo. Le regioni circolari infatti, non essendo sovrastate né dallo
strato metallico né dallo strato ad alto drogaggio n+, permettono l'estrazio-
ne della radiazione elettromagnetica nella direzione verticale. Il calcolo verrà
eﬀettuato considerando ogni punto del dielettrico all'interno degli scattera-
tori nel modello 2D, come una sorgente di onde elettromagnetiche sferiche
(principio di Huygens). Il proﬁlo di emissione è calcolato integrando i con-
tribuiti dati dai singoli punti al campo elettrico incidente su una superﬁcie
piana disposta parallelamente al piano degli strati. La superﬁcie è posta ad
una distanza dal dispositivo (5cm) molto maggiore rispetto alle dimensioni
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Figura 4.13: Illustrazione graﬁca del calcolo del proﬁlo di emissione. La superﬁcie Σ è la somma di tutte le
aree in grigio del dispositivo. Le dimensioni del dispositivo sono state volutamente esagerate.
del dispositivo stesso (e dunque superiore anche alla lunghezza d'onda della
radiazione nell'aria). Con riferimento alla ﬁgura 4.13, l'intensità della radia-
zione elettromagnetica I nel punto R = (|d| tanθ, ϕ) della superﬁcie piana è
dato da
I(R) =
∣∣∣∣∫
Σ
|Ez(r)|
|R− r+ d|e
ıω
c
|R−r+d|+ıψ(r)d2r
∣∣∣∣2 (4.4)
Per eﬀettuare operativamente il calcolo, è necessario estrapolare le coor-
dinate dei poligoni della mesh contenuti all'interno delle regioni circolari in-
sieme al modulo ed alla fase del campo elettrico ad essi associati per un
determinato modo. Con riferimento all'integrale sopra, queste informazioni
permettono di conoscere |Ez(r)| e ψ(r). Grazie al modulo Live Link di
Comsol
® è possibile importare le soluzioni ottenute con Comsol® in ambiente
Matlab
®: tutte le fasi di post-processing relative al calcolo del proﬁlo di emis-
sione sono state eseguite utilizzando Matlab®. L'integrale 4.4 viene trattato
come una sommatoria (gli elementi della mesh sono discreti e ﬁniti); in ﬁgu-
ra 4.14 è possibile osservare il proﬁlo di emissione teorico relativo a 4 modi
diversi.
Come è possibile osservare i calcoli evidenziano un proﬁlo di emissione
teorico relativo al modo principale uniforme e ben collimato all'interno di un
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Figura 4.14: Proﬁli di emissioni calcolati teoricamente per 4 diversi modi. In alto a sinistra: proﬁlo di
emissione per il modo a 2.91 THz. In alto a destra: proﬁlo di emissione per il modo principale,
a 3.04THz. In basso a sinistra: proﬁlo di emissione per il modo a 3.06 THz. In basso a destra:
proﬁlo di emissione per il modo a 3.27 THz. L'intensità è espressa in unità arbitrarie. Il
proﬁlo di emissione del modo principale è uniforme e ben conﬁnato all'interno di un cono con
apertura di circa 5°.
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cono con apertura di circa 5°: un proﬁlo di questo tipo è estremamente diﬃcile
da ottenere in dispositivi con geometrie periodiche incise sullo strato di me-
tallizzazione superiore. Il proﬁlo uniforme è essenzialmente dovuto all'elevato
grado di simmetria di cui gode il quasicristallo utilizzato: si ricorda infatti che
esso è invariante per rotazioni di 72° oltre che per riﬂessioni rispetto a 5 piani.
Nonostante le approssimazioni di cui si è tenuto conto in fase di calcolo,
il fattore di qualità del modo principale (Q ∼ 197) è suﬃcientemente elevato
da permettere di ritenere che la cavità possa realmente operare in accordo
con i risultati teorici. È ragionevole ritenere inoltre che, in fase sperimentale,
si possa osservare un proﬁlo di emissione dato dalla combinazione dei 4 proﬁli
teorici riportati in ﬁgura 4.14.
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Fabbricazione e caratterizzazione elettrica
La fabbricazione del dispositivo oggetto del presente lavoro di tesi è stata
eﬀettuata mediante processo di litograﬁa ottica. Le fasi principali del processo
di fabbricazione sono le seguenti:
 sovrimpressione di un sottile strato di polimero fotosensibile sull'ete-
rostruttura. Il polimero è impressionato mediante raggi UV attraverso
una maschera avente un lato di cromo, sulla quale è stato trasferito il
pattern quasi-periodico di scatteratori circolari;
 la rimozione delle zone del polimero non esposte ai raggi UV (alla ﬁne
del processo permangono solamente le zone circolari in corrispondenza
degli scatteratori);
 la deposizione di un sottile strato metallico di Cr/Au sulla superﬁcie
non occupata dal polimero impressionato e, successivamente, la rimo-
zione del metallo e del polimero residuo (alla ﬁne del processo si ottiene
una maschera di Au che riporta inciso il pattern quasiperiodico);
 l'attacco chimico dello strato ad alto drogaggio n+ (5 × 1018cm−3)
dell'eterostruttura nelle regioni non occupate dal metallo;
 la deﬁnizione mediante attacco chimico del decagono corrispondente
alla regione ottica del dispositivo oggetto di studio.
Sono stati realizzati diversi gruppi di dispositivi in cui si è fatto variare
leggermente il fattore di scala relativo alla disposizione dei centri degli scat-
teratori nello strato di metallizzazione superiore: la superﬁcie superiore dei
dispositivi è contenuta all'interno di una circonferenza di diametro 907µm
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Figura 5.1: Immagine SEM del dispositivo.
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(campioni S), 954µm (campioni M) e 1002µm (campioni L). Le trasfor-
mazioni di scala provocano uno spostamento in frequenza teorico dei modi
del campo elettromagnetico variabile tra +5% per i dispositivi S e -5% per i
dispositivi L (i dispositivi M non presentano alcuno spostamento).
In ﬁgura 5.1 è riportata un'immagine SEM (Scanning ElectronMicroscope,
Microscopio a Scansione Elettronica) del dispositivo realizzato. È chiaramen-
te visibile lo strato superiore di Au con gli scatteratori circolari disposti in
modo quasi-periodico. I dispositivi vengono dunque posti su una base rettan-
golare conduttrice sulla quale vengono applicati due pad metallici elettrica-
mente isolati dalla base. Lo strato di metallizzazione superiore dei dispositivi
viene contattato con uno dei due pad mediante termosaldatura ad ultrasuoni,
disponendo in modo simmetrico una serie di ﬁli di Au di diametro ∼ 25µm
(questa operazione è eﬀettuata facendo attenzione aﬃnché non si crei un
contatto tra i ﬁli e la base).
A questo punto i dispositivi sono pronti per essere caratterizzati elettri-
camente.
5.1 Set-up sperimentale
La caratterizzazione elettrica ed ottica dei dispositivi è stata eﬀettuata
ricorrendo al set-up sperimentale schematicamente illustrato in ﬁgura 5.2.
I dispositivi, installati su una basetta di rame, sono stati montati dopo
aver oculatamente disposto un foglio di Indio sotto la stessa, all'interno di
un criostato a ricircolo di Elio, preventivamente evacuato con l'ausilio di una
pompa turbomolecolare. Due ingressi elettrici posti all'esterno della cavità di
acciaio e connessi mediante un opportuno cablaggio ai blocchi per il ﬁssaggio
della base, permettono di applicare la tensione elettrica al dispositivo, e di
caratterizzarne simultaneamente due.
La pompa a vuoto mantiene all'interno della cavità una pressione di circa
10−5mbar, mentre un refrigeratore consente il raggiungimento di una tempe-
ratura di ∼ 8K all'intero supporto. I dispositivi sono stati caratterizzati elet-
tricamente applicando un treno di impulsi con una frequenza pari a 100kHz
ciascuno di durata ∼ 200ns. Gli apparati utilizzati per la caratterizzazione
comprendono:
 un generatore di funzioni;
 un alimentatore in grado di generare impulsi della durata minima di
10ns con tensione massima di picco di 50V;
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 un ampliﬁcatore lock in, sensibile sulla frequenza e sulla fase;
 un'oscilloscopio;
 un current probe, ossia un'induttanza toroidale intorno al cavo di
uscita del generatore di impulsi, in grado di generare un segnale di
tensione proporzionale al segnale di corrente (1mA ∼ 1mV);
 un rivelatore di radiazione infrarossa modulata a 33Hz (pirometro);
 un calcolatore.
Il generatore di funzioni, l'alimentatore, l'ampliﬁcatore e l'oscilloscopio
sono connessi al calcolatore attraverso l'interfaccia GPIB (General Purpose
Interface Bus). L'uscita del generatore di funzioni, impostato per generare
un'onda quadra con tensione di picco di 5V ad una frequenza di 33Hz, agisce
da gating per l'alimentatore e da trigger l'ampliﬁcatore lock in, e l'oscillosco-
pio essendo connessa con gli ingressi ad alta impedenza di questi apparati.
L'alimentatore è regolato per generare impulsi ad una frequenza di 100kHz
con un duty cycle del 4%. La tensione di picco è invece regolata manual-
mente o per mezzo del calcolatore. L'uscita dell'alimentatore viene inviata
agli ingressi della cavità a vuoto passando attraverso la sonda di corrente
current probe la quale, per frequenze maggiori di circa 100kHz, genera in
uscita 1mV di tensione per ogni mA di corrente quando accoppiato con una
resistenza di 50Ω. L'ingresso 1 dell'oscilloscopio, ad alta impedenza, misura
il segnale in uscita dall'alimentatore, mentre, l'ingresso 2, a bassa impedenza
(50Ω), raccoglie il segnale del current probe: in questo modo sull'oscillo-
scopio è possibile misurare la tensione ai capi del dispositivo e la corrente
che vi sta scorrendo. L'ingresso ad alta impedenza (10MΩ) dell'ampliﬁcatore
lock in è connesso con l'uscita del pirometro. L'ampliﬁcatore è impostato
per eﬀettuare un'integrazione temporale di 300ms. Il pirometro, alimentato
esternamente, con una ﬁnestra attiva di 3mm2, è sensibile a segnali che pul-
sano a frequenze comprese tra 1.5Hz e 10kHz. Il pirometro, posto di fronte
alla superﬁcie metallica dei dispositivi a circa 5cm di distanza da essi, è mon-
tato su un supporto dotato di traslatori micrometrici sistemati, in modo da
poter muovere con precisione il rivelatore nel piano parallelo alla superﬁcie
metallica dei dispositivi. Il set up appena descritto è mostrato schematica-
mente in ﬁgura 5.2. In ﬁgura 5.3 è mostrato invece un dettaglio della camera
a vuoto e del supporto sul quale è alloggiata la base su cui sono stati montati
i dispositivi.
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Function Gen.
Power Supply
Lock In Ampl.
Oscilloscope
Computer
OUT
OUT EXT IN
REF ININPUT
TRIGIN 1 IN 2
TO
DEVICE
FROM
PYRO
GPIB Interface
Current probe
Figura 5.2: Schema del set up usato per la caratterizzazione.
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Vcc
GND
Signal
OUT
PYRO
Optical Windows
Electric Wires
Vacuum Chamber
Cooled Copper
Devices
Metallic pads
Metallic locks
REMOVABLE
CAP
Figura 5.3: In alto: sezione laterale della camera a vuoto e pirometro. Nelle ﬁgure in basso è mostrato
schematicamente la sezione frontale (a sinistra) e la sezione laterale (a destra) di un dettaglio
del supporto in Cu su cui è alloggiata la base che ospita i dispositivi. I dispositivi si trovano tra
i due pads metallici della base, la quale è rappresentata, nella sezione frontale, dal rettangolo
chiaro al centro.
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5.2 Misure di trasporto elettrico
Con l'ausilio dell'apparato sperimentale appena descritto sono state mi-
surate le caratteristiche tensione(V)-corrente(I) dei dispositivi realizzati. I
risultati sono riportati in ﬁgura 5.4 insieme con gli andamenti delle resisten-
ze diﬀerenziali, Rd = dV
dI
, (ﬁgura 5.5), ottenuti elaborando i dati di ﬁgura
5.4.
In corrispondenza della regione di interdizione (0-100A/cm2), la resistenza
diﬀerenziale assume valori elevati, e la caduta di potenziale avviene preva-
lentemente alla barriera Schottky, non consentendo un adeguato trasporto di
carica nell'eterostruttura. All'aumentare della corrente la resistenza diﬀeren-
ziale diminuisce drasticamente, indice del corretto allineamento quantistico
delle bande nella regione attiva del dispositivo.
Per densità di corrente superiori a 550A/cm2, la resistenza diﬀerenziale va-
ria ulteriormente, ad indicazione dell'innesco della condizione di iniezione di
elettroni nel livello superiore dell'eterostruttura che sostiene l'azione laser. La
bassa eﬃcienza quantica che caratterizza i dispositivi oggetto di studio, non
consente di valutare l'innesco dell'azione laser attraverso l'analisi della carat-
teristica I/V. L'eventuale emissione di radiazione può essere rilevata median-
te l'uso di tecniche spettroscopiche più soﬁsticate (FTIR, Fourier Transform
Infrared Spectroscopy - Spettroscopia IR a trasformata di Fourier) e l'ausilio
di rivelatori più sensibili (bolometri).
Il corretto funzionamento elettrico dei campioni investigati, risulta poten-
ziale per un'analisi ottica accurata degli stessi.
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Figura 5.4: Curve I/V relative ai dispositivi.
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Figura 5.5: Resistenza diﬀerenziale dei dispositivi.
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Conclusioni
I Laser a Cascata Quantica (QCL) rappresentano una tecnologia ormai
consolidata, grazie alla quale è possibile estendere il regime di funzionamento
dei laser a semiconduttore anche nella regione spettrale del lontano infraros-
so (Terahertz). I dispositivi QCL sono convenzionalmente caratterizzati da
proﬁli di emissione ad elevata divergenza. Tuttavia, l'impiego di tecniche
di fabbricazione alternative basate sull'impiego di gratings disegnati sulla
superﬁcie superiore dei dispositivi (strutture DFB), ha reso possibile la rea-
lizzazione di dispositivi con proﬁli di emissione fortemente direzionali.
Lo studio dei modi del campo elettromagnetico all'interno di un risonatore
bidimensionale con scatteratori circolari disposti in maniera quasiperiodica
(quasicristallo 2D basato su una tassellatura di Penrose di tipo P2) condot-
to nella presente tesi, ha mostrato l'esistenza di un modo (modo principale)
con elevato fattore di qualità (circa 200), in cui il campo elettromagnetico
risulta concentrato all'interno degli scatteratori. La variazione di parametri
critici come l'indice di rifrazione eﬃcace degli scatteratori, lo spessore o la
parte immaginaria dell'indice di rifrazione della zona di perdita ai bordi della
cavità ottica, risulta non inﬂuenzare particolarmente il proﬁlo ed il fattore
di qualità del modo principale, a dimostrazione della stabilità della soluzione
trovata. L'analisi dei meccanismi di feedback del modo principale, ha eviden-
ziato la presenza di condizioni opportune, in presenza delle quali la radiazione
possa fuoriuscire esattamente nella direzione di crescita degli strati, ossia su-
perﬁcialmente al dispositivo. In accordo con quanto appena detto, il calcolo
terorico del proﬁlo di emissione luminosa per il modo principale mostra la
presenza di un'unico lobo con simmetria cilindrica, contenuto all'interno di
un cono con apertura di circa 5 gradi. Tali risultati sono estremamente diﬃci-
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li da ottenere ricorrendo a strutture basate su cristalli fotonici convenzionali.
I primi test condotti sui dispositivi QCL THz aventi struttura aperiodica
Penrose tyle hanno evidenziato la presenza di un regime di trasporto quan-
tistico adeguato alla struttura attiva di riferimento, potenziale per lo studio
delle proprietà ottiche dei suddetti emettitori.
Gli stati vibrazionali e rotazionali per diverse molecole organiche ed inor-
ganiche di fondamentale importanza in biologia ed in ambito tecnologico,
possono essere eccitati da fotoni la cui energia ricade nel range operativo dei
dispositivi QCL THz. L'utilizzo di QCL nell'ambito della rilevazione di que-
sto tipo di molecole richiede che la radiazione emessa sia caratterizzata da
una larghezza di riga estremamente stretta e che il proﬁlo di emissione risulti
uniforme e collimato. La realizzazione di dispositivi QCL THz come quello
modellizzato nel presente lavoro di tesi, permetterebbe dunque l'applicazione
dei QCL nell'ambito della spettroscopia molecolare, dei rivelatori ambientali
di gas ad alta precisione ma anche delle telecomunicazioni o delle tecniche di
ricostruzione di immagini. Un notevole beneﬁcio sarebbe dato dalle ridotte
dimensioni dei dispositivi QCL se confrontati con le sorgenti laser convenzio-
nali operanti nel THz. In questo senso è particolarmente importante spingersi
verso la realizzazione di QCL THz in grado di operare a temperatura am-
biente, in modo eliminare l'ingombro ed il consumo dovuto agli apparati di
criorefrigerazione.
Da un punto di vista teorico i QCL THz si dimostrano degli ottimi sistemi
attraverso i quali studiare il comportamento del campo elettromagnetico al-
l'interno di strutture bidimensionali periodiche, non periodiche (come il qua-
sicristallo fotonico oggetto di studio di questa tesi) o stutture completamente
disordinate. Sarebbe particolarmente interessante lo sviluppo di tecniche in
grado di prevedere il tipo di struttura fotonica a partire dal proﬁlo del campo
elettromagnetico di riferimento.
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